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Avant-propos

Cet ouvrage est destiné aux éléves de lycée et aux techniciens engagés dans la vie
professionnelle qui, au cours de projets ou de travaux pratiques, sont confrontés a des
calculs de mécanique. Pour donner & l'utilisateur une autonomie suffisante, nous avons
construit ce guide autour de quatre niveaux d'approfondissement des connaissances :
m L'information par des tableaux réunissant de nombreuses valeurs numériques de
grandeurs usuelles, dont les symboles respectent les normes officielles.

B La connaissance a partir d'énoncés des relations fondamentales de la mécanique.
B L'application en donnant des exercices résolus.

# La synthése en utilisant des organigrammes ou une méthodologie définissant les
principales étapes d'un raisonnement ayant un caractére général.

En rédigeant ce guide, nous avons voulu :

® Réserver une place importante 2 la modélisation, étape préalable 2 la résolution de
tout probléeme de mécanique.

B Assurer une continuité de la classe de premiére aux S.T.S. et L.LU.T. et garder une
cohérence 2 la démarche en introduisant le torseur dans les différentes parties.
Pour éviter un exces de formalisme, nous avons réduit ces torseurs a des ghsseurs
d'expression plus simple, lorsque des considérations de symétrie, ou la nullité de
I'invariant scalaire, le permettaient.

PRINCIPALES MISES A JOUR PAR RAPPORT A L’EDITION 1995-1996
Chapitre Modifications '
3-5-12 | Mise en place d'exemples plus simples et plus clairs.
10 1 Nouvelle présentation distincte de celle du chapitre 7.
16 Poussée hydrostatique sur une surface quelcongue.
22-28 Nouvelle présentation des vilesses linéaires et angulaires. Nouvelle application de I'équiprojectivité.
33 Applications de résislance au pivotement.
34 Ajout d’une application sur le plan.
38 Nouveau chapiire méthodologique ; ordonnancement des isolements.
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| Calculs d'assemblages collés, pressés-collés, frettés-collés.
| Ajout de fa relation de calcul de la poussée hydrostatique.

NOTA : si cette mise & jour a parfois entrainé des modifications de pagination, fa numérotation des chapitres el des
paragraphes a été maintenue dans la majeure partie des cas.

Réalisation et fabrication : SG Production
Dessins ;: SG Production / Fractale (pages 110 & 178)
Photographie de couverture : Frein carbone Messier Bugatti, Airbus A 320 (SNECMA)

© HACHETTE LIVRE 1993, 1998, 43, quai de Grenelle 75905 Paris Cedex 15

.S.B.N. 2.01.16.7585.5

Tous droits de traduction, de reproduction ef d'adaptation réservés pour tous pays.

Le Code de la propriété intellectuefle n"autorisant, aux termes des articles L.122-4 et L.122-5, d'une part, que les « copies
ol reproductions strictement réservées a I'usage privé du copiste et non destinées & une wutilisation collective », et,
d'autre part, que « les analyses et les courtes citations » dans un but d’exemple et d'illustration, « toute représentation
ou reproduction intégrale ou partielle, faite sans le consenternent de I'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause,
est illicite ».

Cette représentation ou reproduction, par quelgue procédé gue ce soit, sans aulorisation de I'éditeur ou du Centre
francais de I'exploitation du droit de copie (20, rue des Grands-Augustins 75006 Paris), constituerait donc une contre-
fagon sanctionnée par les articles 425 et suivants du Code pénal.




Table des matieres

Modélisation

o~ O N =W N —

B T S e e e S T T
o~ O =N —-—- O

20

Solides . .

Mudéhsatzon géomélnque d un sollde

REPErEE D URD HASOD. o svsesinesmsssmmsmmsasesnsspassonss
Modélisation des li2ISONS .............ccc.vecrercrmemenene
Modélisations de MECANISMES ....comvvrvveusivmirnnnnes
Modélisation des actions mecaniques ....................
Actions des liaisons parfaites dans I'espace............

Modélisation dans le plan des actions mécanigues .

Actions des liaisons parfaites dans le plan..............
Cinématigue des liaisons parfaites dans I'espace....
Cinématique des liaisons parfaites dans te plan......
Actions des liaisons réelles ...........cooemeeeeersicnunene
Actions mécaniques a distance .......... I
Barycentre - Centre de gravité ........c.ococevrvcmrrecens
Solides déformables ...
Action d'un fluide SIAHQUE ..o
Action de la pression ambiante .............ccocceccceriene.
Action d'un fluide en mouvement ...........coooeeeee
Notions de théorie des mECaNiSMes ...................
Isolement d'un SYSBME ..o

Cinématique

21
22
23
24
25
26
27
28
29

Mouvement d'un solide ................

Translation d'un SONAE .......occovurerrececeienane.
Translation rectiligne uniforme ...
Translation rectiligne uniformément variée ............
Translation circulaire .
Rotation d'un selide autour d un axe flxe ................
Mouvements de rotation particuliers ...................
Mouvement plan Sur plan ...
Mouvements relatifs ..................

Statique

30
3
32
33
34
35
36
37
38

Actions mutuelles ...
Principe Iondamentai de Ia stanque AR
Adhérence - Frottement ..............ccooeniccciiniiecns
Résistance au pivotement ...
Résistance au basculement ..............cooeeerrennecanns
Résistance au roulement ........

Arc-boutement ... =
Principales étapes d‘un prnbléme de stathue .........
Ordennancement des iSOlements ........cc..ooooorvereeeens

69
70
71
73
7

78

39
40
41
42
43
b

hoix d'une méthode de résolution ...........cccocovee..
Résolution analytique dans le plan .................c....
Résolution analytique dans I'espace ....................
Deux et frois glisseurs coplanaires .....................
Quatre glisseurs CoplaNaIres ...........cccocevecuuiceies
Dynamique et funiculaire ...................

Résistance des matériaux

45
46
ar
48
49
50
o1
92
93
o4
95

Hypothéses de la résistance des matériaux .............
Coupure dans UNe POULTE .......ccc.evrrcerrinrcncnsemaceans
BIABIOE: ... ccremersmammasnenssmngsnsnsmevecan i esinsiessin e
Traction simple ..........

Compression SIMPIE ...
Gl Bl Simple e
Torsion SIMple ..o

ERdOn BIMPIR ...ttt
EOiREIT R RS OIS o sommsmmseosssssssnsmseasmans
Principe de Superposition .............ccoceecccivicrceces
Sollicitations COMPOSEES .—.-..vvvvercerrvecrcrcceiasenane

Dynamique — Energétique

96
57
58
59
60
61
62
63

Dynamique du solide en translation .....................
Solides en rotation autour d'un axe fixe .............
Travail oo

PHISSANGE: wownsmiminii i
ERBIGIE ooeoeoeereeeeee et
Energie potentielle ......

EHERIT BTG oo i
Conservation de I'energie ..........cocoeevnnen,

Mécanique des fluides

64
65
66
67

PO IR s s
Cinématique des fluides incompressibles ............
Dynamique des fluides incompressibles ................
Pertes de Charges ...

Thermique

68
69

Transfert de chaleur ..........
Contraintes thermiques ................

Renseignements divers

70
[4
12
73
4

Grandeurs e UNIES. .....coceecvveveeeec e
EIEMENtS VECLOMENS oo
Repérage des VECIBUIS .........cw-cimmmssssasemssansensens
Opérations vectorielleS ...
VOIS e s oS SRR

107
108
10
114
116
18

120
122
129
134
144
147
157
168
183
187
188

195

212
215
219
221

227

229
235

242

243
246

247
251
252
253
255



Index alphabétique

NOTA : Les mots d'appel de cet index appartiennent aux cing catégories suivantes :

® Les noms propres qui ont marqué un ou plusieurs domaines particuliers (Archimede, Bernoulli, Euler...)
= Les noms d'éléments technologiques (arbre, engrenage, roulement...) ou de corps (fluide, gaz, solide...)
m Les noms de grandeurs (accélération, force, moment, pression, travail...)
m Les noms de phénoménes physiques (adhérence, basculement, écoulement, dilatation...)
m Les noms divers (liaisons, méthodes, sécurité, unités...)
Ces mots sont, en général, suivis d'un nom précisant la nature (coefficient, définition, formulaire, théoréme... ou
I"activité associée (calcul, détermination, modélisation...). Il n'y a jamais d'appel par ces mots.

Exemples : Vitesse (définition) ; Roulements (modélisation).
Pour rechercher un nom de chapitre, se reporter plutdt  la table des matiéres, page précédente.
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Reynolds (nombre)...........cooecreeireccecas 237
Rigidité (d'un ressort)..........ccccccwie 168
Rotation {cinématique) .........cccceeeveee Than
Rotation (Cynamique) ...............cccoevene 203
ROt ... s st 81
Roulements (modélisation).........cccc.... 60
Roulements (résistance au) .............. 42-44
Roulements (valeurs du coefficient)......... 99



S Torseur (AEANION) ..., 255 Travail (0BfnIoN) —.....vvo oo 212
Saint-Venant (hypothdse) ............... 121 Torseur cinématique (liaison) ... 30 Travail des forces intérieures...........c...... 224
Schéma cirdmaliqus il ........... 18 Torseur cinématigue (plan sur plan)....... 78 Travail d'une action de contact ............... 213
Section droite (définition) .....oovovvvvvvvvee 120 TopmOr GRGRA R OO0 st 75
) L Torseur cinématique (translation)........... 69
Sécurité (coefficient) .......oovoeevicereenne 137 - U
Signes d'0pérations.........cooveeeeeerevsene. 250 A 20-56 Unités et grandeurs.............co.eew.. . o7
Soltea el o8 ks B0 Torseur de cohésion...................... 122-126
Solides (modélisation}..........cceceerienranns 9 Torseur dynamique (gén&e).............. 207 W
S0lides (BYPES).....owwrmeerrseersemmcerisreriaersses B Torseur dynamique (transiati on) 69 g s 7
OIS CHPASERS. e i 168 Torseur force, d'action mécanique .......... 21 V::f;m .l.l ) 251
Sollcitations (diagrammes)............ 123-183 Torsion-cisaillement........covomiiineeninn. 190 Vecteur ( Upé:a:t:z:ts) 953
Sollicitations simples (définition)........... 123 TOrSION SIMPIE. ..o 157 Ve &
Sollicitations (identification)................ 126 TraCHON SIMPIB..cocrsonsrvisivensosririi 134 A i 236
SOUAE G 150 | Tl TOrSO.c N I —-
Statique (principe fondamental)........... 87 | Tyainge (definition) ..o 218 | yis sans fin efors hansmmbles} -
Superposition (prinCipe).............—. 187 | Trginée (valewrs COBIGIENt).......vwe 56 | \rioces ol relatwe) 83
Systeme malérel (CEfinion)......... 87| Trajectoire (finHION) ... 83 | Vitesse critique 207
Symélrie {2clions MECANQUES)........ 24| TrajectOire (JOMMUIBIE) ..vcvvnee 84| \iecce (GOANMIONY.. 6
1 Transfertde'mal?Jr ................................ . 243 Vitesse (détermination)..................... 66
Transformation d'Un gaz .......coevvevvcernnee 222 Volant d'inertie (calcl)................ 226
Tapis roulant (adhérence) .........cc..c.coee.. 93 Translation circulaire . .......cooeverevrnnne, 73
Température absolug ....ooovooorvooee.. 243 Translation d'un solide.........ccccooovnnnnnee. 69
Tirant (Caleul) ... oo cssccremmeeiannese. 140 Translation rectiligne uniforme ............... 70 Y
Tire-bouchon (FBgIe).......oovvvereeeees oo 252 Translation uniformément variée............. mn Young (Module)..........ceeveeecersrinn, 136
NOTA GENERAL

L'abréviation G.D. suivie d'un numéro signale le chapitre ou le paragraphe du Guide du dessinateur indusirie! de A. CHEVALIER (Hachette)
qui traite de cette question.




1 Solides

Selon le type de probleme que l'on a & traiter, on considere en
mécanique divers types de «Solides».

1=1 Solide réel

Il sagit d'un ensemble physique dont I'aspect parait invariable
lorsqu'on le soumet & des sollicitations diverses et dosées
(par opposition aux fluides : liquides ou gaz).

m Lamasse d’un solide réel reste constante ;

m La forme du solide réel varie trés faiblement
selon les sollicitations qu’on lui impose, suivant
une loi inconnue.

12 Solide déformable

Il sagit d'un ensemble physique dont la déformation doit étre
prise en compte (chapitre 15).

Par hypothése :

m Lamasse d’un solide déformable reste constante ;
m La forme varie de fagcon prévisible et guanti-
fiable en fonction des efforts appligués.

On distingue 3 types de «solides» déformables :

= Le solide flexibie : il supporte sans réaction notable,
la déformation qu'on lui Impose ;

= Le solide élastique : il accumule énergie de déformation
qu'on lui communique et est capable de fa restituer en reprenant
sa forme initiale ;

= Le solide souple ; il peut se déformer  I'état libre par rap-
port  la forme requise pour sa fonction ; on peut le reconformer.

1=3 Solide parfait
Il s'agit d'un modele théorique souvent utilise.

m Lamasse d'un solide parfait reste constante ;

m Sa forme ne varie pas quelles que soient les
sollicitations gu’on lui impose (indéformable) ;

m La distance entre deux points quelconques est
invariante au cours du temps (rigide).

SUSPENSION D'UN MOTEUR ELECTRIQUE

Carter
(Solide rigide)

Courroie
(Solide flexible)

Moteur

YLLL LSS A

Suspension
(Sclide élastique)

>

L

PP PIP

RESSORTS DE COMPRESSION
(Solides élastiques)

—
e
g

W
R —

———

.

T TR T Y L T g e

Photographie : ressorts Vane! - 69140 Rillieux la Pape.



2 Modélisation
géométrique
d’un solide

On reconstitue le solide & I'aide de volumes élémentaires ;

m plans,

m Cylindres de révolution,
m cones de révolution,
m spheres,

m fores.

REMARQUES :

m On néglige les dépouilles faibles, les congés, les pefits
arrondis de raccordements.

m L'informatique permet d'obtenir une forme approchée d'un
ensemble complexe en associant des surfaces et des volumes
élémentaires.

Pour analyser la déformation d'un solide ou ses efforts internes
sous charge, on peut le modéliser, selon la complexité :

m soit comme une poutre (voir chapitre 45),

m soit a l'aide de programmes informatiques utilisant,
per exemple la méthode des éléments finis.

L.a méthode consiste & «découper= (on dit aussi : «discrétiser»)
le solide en un trés grand nombre déléments triangulaires, donc
de petites barres supposées articulées aux «nceuds». Lallon-
gement ou le raccourcissement de ces «éléments finis» permet
donc détudier les déformations et les efforts internes

Sous charge.

MODELISATION D'UN SOLIDE

Biellette de raidissement
(reliant le moteur a la cabine
sur un véhicule de tourisme})

Cylindres de révolution

Parallélépipéde

On ajoute ensuite : les congés*
les dépouilles
etc.

REPRESENTATION TRIDIMENSIONNELLE

ETUDE D'UNE DENT D'ENGRENAGE PAR LA
METHODE DES ELEMENTS FINIS

Maillage par
découpage
de la section
en triangles

=]

* Vocabulaire : voir G.D.
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3 Repérage
d’une liaison

3ul Repere général

Pour repérer une liaison, le mécanicien est amené a choisir :
m un point fixe, généralement lié au bati ;

m une base (X, ¥, Z) (voir § 74.2) avec des vecteurs unitaires
— donc des axes — dirigés selon des directions caractéristiques
de I'ensemble : axes de symétries de certaines piéces essentielles,
pouvant servir de lignes de références a la cotation.

EXEMPLE:
Pour repérer Femplacement de tous, les organes d'un véhicule, les
constructeurs associent un repére (0, X, ¥, 7 ) au chassis tel que
(0. ) : axe longitudinal du véhicule ;

(0, y) - axe des roues avant ;

(0.7): axe perpendiculaire au sol.

m Dans leplan (0. X, Z), on peut repérer le milieu £du pare-chocs
arriere :
OF = (4120 — 842) ¥ + (7113 — 205)7

L[+ 3287
oubien OF 0].
+ 508

= Dans leplan (0, ¥, Z), on peut repérer I centre du contact A
du pneu sur le sol :

i (142 -

. 0
oubien OA| —725 ).
— 205

w Dans le trigdre (0, X, ¥, Z), le milieu C du contact du pneu
arriére gauche sur le sol est tel que :

55=2580f—%17—2053
_ . 2580
oubien OC|-725 |.
— 205

REPERE GENERAL D’UNE AUTOMOBILE

N x|

Ny

\
A
\

P 7

c\D

1450




3=2 Repere local

Le repére local permet de caractériser une liaison selon sa forme
géométrique particuliére :

m axes de symétrie ;

= normale & un plan particulier de cette liaison.

Les axes du repére local doivent fenir compte de ces particu-
[arités.
L'origine du repére local sera précisée & partir d'un repére

général (§3.1).

REMARQUES :

m Pour une liaison nayant pas de particularité géomeétrique
gvidente (encastrement par exemple), il suffit de choisir un
repére local ayant méme base que le repere genéral.

m La position angulaire d'un repére local peut toujours s'ex-
primer a |'aide des « trois angles d'Euler » -

w angle de précession : rotafion autour de (Ag, Zg ).

@ , angle de nutation : rotation autour de (4o, X1).

o, angle de rotation propre : autour de (4, Z; ).

EXEMPLE :

Le repére (A, X1, Y1, Z1 ), Ci-contre, va permettre de localiser
les efforts transmissibles et la zone de contact entre 12 boule et
le galet 1 d'une souris d'ordinateur.

m Dans le repére général choisi (Ag, Xo. ¥o. Zo ), O reldve
les coordonnées de A:0; — a; + b;

= Pour obtenir les directions de X1, yy, Z; & partir de
Xg. Yo. 2o il faut placer un repére (A4, Xq, Yo, Zg) puis le
faire tourner autour de (A, x;) d'un angle 6, afin d'amener
Yo eny; selon la tangente au galet 1 et a la boule.

11

SOURIS D'ORDINATEUR
Boitier
| —
1 A1I— S | l
~_,

ST A T T AT 4
Ag
Potentiométres Plan d'appui
———

(Normale)

Ny

Galet 1

Boule

MISE EN PLACE D'UN REPERE LOCAL

ANGLES D'EULER

Zpo=2Z3
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4 Modélisation des liaisons

= Une liaison élémentaire entre deux solides 1 et 2 est créée par
le contact d'une surface associée au solide 1 sur une surface
associéea 2.

@ Pour caractériser la nature de leur liaison, il faut étudier les
mouvements relatifs de 1/2.

m Les mouvements relatifs s'étudient dans un repére local
associé a la liaison, dans lequel :

T, : caractérise la liberté de translation selon l'axe (A, X)
de 1 par rapport a 2 et réciproquement.

R, : caractérise la liberté de rotation autour de l'axe (A, X)
de 1 par rapport & 2 et réciproguement.

REMARQUES :

m Une liaison enire 1 et 2 peut avoir au plus six degrés de
liberté. C'est une liaison libre (voir fig. ci-contre).

m Un degré de liberté est une variable qui peut prendre deux élals
auxquels on peut associer :

le chitfre 0, lorsque le degré de liberté est impossible,

le chiffre 1, lorsque le degré de liberté est possible.

m A un degré de liberté supprimé correspond un degré de liaison.

DEGRES DE LIBERTE D'UN BATEAU 1
PAR RAPPORT A LA TERRE 2

-

(A, X, ¥, 2) : Repere local

Possibilités Nature du mouvement
Ry=1 Rotation autour de (A, X) possible.
Ry=1 Rotation autour de (A, 7 )possible.
R,=1 Rotation autour de (A, Z ) possible.
Ty=1 Translalion selon (A, X) possible.
Ty=1 Translation selon (A, ¥) possible.

I=1 Transtation selon (A, Z) possible.

4aml

LIAISON FNCASTREMENT OU FIXE

Définition

Exemples de solutions technologiques

C'est Ja liaison de deux solides 1 et 2 ne permettant aucun mouve- @ Soudage @ Ajustement serré
ment de 'un par rapport & I'autre : aucune rotation ou translation. ? v 7 A Colié loctite
Surfaces de liaison 1 n” 601
= Aucune forme n'est imposée (elles peuvent étre de révolution L Loena HT
ou prismatique selon ['usinage, le montage). ) | pﬁ - j
m Le soudage supprime les surfaces de liaison, X i ] A % i
- 4 1
Repéere local orthonormé A
m Lorigine A est prise soit au centre géomélrique de fa liaison =, £ || TS
(fig. 1,2, 4), soit dans le plan d'encastrement (fig. 3)". @ Goujonnage @ Goupillage
m Aucune direction n'est imposée. Prendre (0, X) selon l'axe Plan d'encastrerment 2 v T 1
longitudinal de 1 0u2, sl existe, et (0, ') dans le plan de symétrie. | — s |70 —
sl existe (fig. 3 et 4). —_— /— N L
_ ANANNS 4
Schéma spatial Schéma plan 7 { x Y A X
- T|R| - [ - % E
1 a 2 1
y y
\ N RN ﬁ\
X
2 z 0]0 4 ~= | Blogué a fond / Centre géométrique
010 ©z de filet de la liaison

* Cas les plus généraux, A peut étre quelconque.




4a? LIAISON PIVOT
Définition Exemples de solutions technologigues
Clest la liaison de deux solides 1 et 2 permettant un mouvement de Bonleme i o Goissinets
fotation de un par rapport a [aute. 2 Droites communes
Surfaces de liaison ]
_ b
m Surfaces de révolution complémentaires (coussinet) : un seul —a_ T+
coussinet si £/d>15; deuxsi //d<05. A= e
= Interposition fréquente d'éléments roulants : un ou plusieurs rou- B > 3
lements selon jeux, rotulages, elc. L s 1
Repére local orthonormé Galets tendeurs de courroie
m Lorigine est choisie sur I'axe de la liaison. 2 Droites e
= L'undes axes doit étre orienté selon I'axe de rotation. communes N 7
7 Bz
Schéma spatial Schéma plan % - ////
- T|R| - . FEeahs
y r - VAAZ2 Ay \ 5 ] B
I~ 0 [R, ' X . ]
. - ~4- » g
6 ) 0]0 A z 7 Z :
A \*&E olo I\_l @z 1 ®x 1 C\\\/‘—: Courroie 5 /\
4 a3 LIAISON GLISSIERE
* Définition Exemples de solutions technologiques
i - " Banc de machine Rail de guidage
(C'est Ia liaison de deux solides 1 et 2 permetiant un mouvement de ki
translation de I'un par rapport & laulre. Ligne "Point" z T

Surfaces de liaison

Formes variées conduisant généralement & des liaisons hypersta-
tiques nécessitant des réglages (exceptés certains guidages sur
machines-outils).

Repére local orthonormé

= Lorigine Aest prise 4 l'intérieur de la glissiére.
m Lun des axes doit &tre dirigé selon la direction du glissement, les
autres pouvant exploiter des particularités géométriques (axes
de symétrie....).

Schéma spatial Schéma plan
Z TR
e P A
L
).f- " Y 0 0
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4 a4 LIAISON HELICOIDALE
Définition Exemples de solutions technologiques
C'est Ia liaison de deux solides 1 et 2 permettant une transation et Vis-écrou
une rotation proportionnelle selon un méme axe, de 'un des solides Vis =3 "
par rapport a l'autre. ,j‘ L¥ 2
= = e —
Surfaces de liaison Bivan :/ //, 4
" _GItSSlére hﬁlicorda!e Iseinn un filet normalisé Vis & billes
(voir G.D. chapitre 30 : filetages).
= De méme avec interposition d'éléments roulants : vis  billes. Ecrou 1 Billes intercalaires
Repére local orthonormeé 5 y
= Origine A sur 'axe de rotation et de glissement (axe e viration). X
= Unaxe (A, x) dirigé selon I'axe de viration.
Schéma spatial Schéma plan

2 R

z ! v

b A n_.!__

5 Vis 2

X & 0
4ah LIAISON PIVOT GLISSANT

Définition

Exemples de solutions technologiques

C'est la liaison de deux solides 1 et 2 permetiant la rotation et 2
translation selon le méme axe, de fun des solides par rapport a
Fautre.

Coussinet sur arbre

Surfaces de liaison

m Lasurface de liaison est obligatoirement cylindrique de révolu-
lion, avec ou sans interposition d'éléments roulants.

m Plusieurs liaisons pivot glissant coaxiales (tolérance compatible

Ajustement

. e . ; : lissant
avec le jeu fonctionnel) constituent une seule liaison pivot glissant. Coussinet 1 2
Repére local orthonormé Douilles a hilles et roulements
m Origine A sur I'axe de rotation et de glissement (axe de viration). 1 Rkttt Doville
m Un axe (A, X ) dirigé selon |'axe de viration. L
Schéma spatial Schéma plan Hi=
7R - bz
Tx Rx X i_" ¥ 4
- — -+ . —
010 7‘.—_—________———/
2
010

* R, et T, sont conjugués : Ty=k.R,.

Photographie : vis Transrol / SKF.
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4 a6 LIAISON SPHERIQUL A DOIGT

Définition Exemples de solutions fechnologiques
Accouplement a ergots

C'est | liaison de deux solides 1 et 2 permettant Ia rotation autour
de deux axes concourants, de I'un des solides par rapport & lautre.

Surfaces de liaison

Elles se raménent & des cannelures bombées (forme sphérique can-

nelée) emboitées dans des cannelures rectilignes (alésage cannelg). Accouplement  dentare
Repére local orthonormé | Bouchon de graissage 2
1 i
m Placer son origine au point de concours des axes de chacun des
solides lorsqu'ils ne sont pas en prolongement.
m Associer les deux autres axes a I'un des solides. (
Schéma spatial Schéma plan =
= - - @ bomk

Denture droite

LIAISON APPUI-PLAN

Définition ' Exemples de solutions technologigues

C'est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant fa translation selon
deux axes et une rotation autour du troisieme, de I'un des solides par

rapport a lautre. [Ss] IS4
- _I R 1 .-
Surfaces de liaison | = Sal
—
m Toutes surfaces définissant un plan : plans coplanaires, droites 13 : 2

paralléles, trois points, droite et point, efc.
m Sur le dessin ci-contre, on peut remarquer les surfaces S;.

Repére local orthonormé . ——|
= Origine A dans le plan de contact. { o S
- .y D g p— Ty 1
= Un axe dirigé selon la normale au plan, les deux autres étant liés 1 e
a I'un des solides.
Schéma spatial Schéma plan S, (appui semelle-support),
= — & S, (flasque avant sur carter),
ZA TR 4z T z S (bornier-carter),
.10 > = 1 S, (bornier-couvercle),
=y ; 0 B—i fui'é— S5 (flasque arriére-carter), etc.
12 ] 2 2
0 |R;
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4 a8 LIAISON ROTULE OU SI’HERIQUE

Définition ~ Exemples de solutions technologigues
Téte d'attelage

(C'est Ia ligison de deux solides 1 et 2 permettant la rotation autour
des trois axes, de I'un des solides par rapport a l'autre.

Surfaces de liaison

Sphére male et sphere femelle ;
EXEMPLE :
Téte dattelage & fermeture automatique.

Repére local orthanormé

= Origine au centre de rotulage, confondu avec les centres des deux
sphéres assemblées.

m Axes liés & I'une des spheres.

Schéma spatial Schéma plan
- T|R
y 1 X
5 \ *“1o R,
"“-Li - 0 E}’—
Z 10|R,
4 a9 LIAISON LINEAIRE RECTILIGNE

Définition Exemples de solufions technologiques

(est la liaison de deux solides 1 et 2 permettant la translation selon
deux axes, la rotation autour de 'un deux, la rotation autour d'un
troisieme perpendiculaire, de 'un des solides par rapport a lautre.

_Suﬂacas de liaison

Elle se réduit & une ligne rectiligne (théorique) : . e
m Aréle de deux plans sécants sur un froisiéme (couteaux de balance). }: : -t. - = 7 A
N [= S
m Cylindre en appui sur un plan par sa génératrice. s A/ . XE i ’
o _“l | [ = i n-
Repére local orthonormé AW 9
. ' ﬁi NN \\X NG
m Origine sur I ligne de contact. I“IFI i ‘% %‘\ 3 : -
= Un axe dirgé selon I drofte de contact et un aute are diige | , , L1 12 \I2 A3 \3
selon la normale au plan tangent commun aux deux solides. :[I - —
_ & [ 1
Schéma spatial Schéma plan o Y | - _“:_'17'12?1 B
3 ; | PN H 1
r H E t 2 _H ﬂ \\:gj _______ i _L _:_ ] T
. B 1 I o P N I B
Tx RX );'_ | \ ;/ '—r :III 'jﬁb
Iy| 0,[™ \F3 Piéce a rainurer _! | |
0 {R,
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4a10 LIAISON SPHERE-CYLINDRE OU LINEAIRE ANNULAIRE
5 Définition Exemples de solutions technologigues
Cest Ia liaison de deux solides 1 et 2 permettant la rotation autour Dans un réducteur roue-vis sans fin
de trois axes, la franslation selon 'un d'eux, de I'un des solides par
rapport & lautre. Vs
' Surfaces de liaison Roue
m Contacts entre ['arbre et les joints d'étanchéite. ] Arbre
m Centrages courts de chaque chapeau avec le carter. N .
m Contacts sous téte réduits de chague vis avec le carter. _ Jeu axial
= Guidage par roulement dés linstant que larrét axial Seffectue sur | 29It 7 ;
I'autre roulement (selon sens de rotation).
= Sphere et cylindre de méme diamétre tangents intérieurement. ;Z/— -};T
Repére local orthonormé Joint —pLw-se—r- T -
B gt . g x
m Origine au cen!re de s’,rn)etne de la liaison. I —— ®z
= Axe selon celui du « cylindre ».
Schéma spatial Schéma plan ] Chapeau . b
TIR B 7 i @; 4 L_qw N _J
T, | Ry 3 @ b=
0 |Ry &éy Carter
0 |R;
4mll LIAISON SPHERE-PLAN OU PONCTUELLE
Définition Exemples de solutions technologiques
Clest fa lizison de deux solides 1 et 2 permetiant la rotation autour Souris d'ordinateur
de trois axes et la translation selon deux d'entre eux, de l'un des
solides par rapport  l'autre. Plan tangent commun en A,
‘Surfaces de liaison Boitier L«/
Sur Texemple de la souris dordinateur, on observe des liaisons (transparent) ;
ponctuelles entre : /ﬁ;—u"ﬁ
m Sphere et plan (proche du schéma normalisé), en Ag ; —
m Sphere et cylindre en A4 ; :
on peut trouver aussi dans d'autres assemblages : 5 53 5 T T A
m Cone-plan ; efc. Ao \ Plan d'appui 1
Repére local orihonorme Détecteurs angulaires
m Origine au point de contact.
m Un axe selon la normale au plan tangent commun.
Schéma spatial Schéma plan
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5 Modélisation
de mécanismes

5=1 Objet

Donner une image simplifiée et symbolique d'un mécanisme
afin de faciliter :

m L'étude des mouvements.

m L'étude des efforts.

5a2 Méthodes

5 «21 En phase de conception
La démarche s'effectue selon le processus :

Graphe | _
structurel
Schéma Croquis Dessin
de principe d'avant-projets d'avani-projets
Schéma | |
technologique Prolotype
I
Dessin
de projet

L'utilisation des symboles normalisés (voir G.D. 53) est vivement
conseillée.

5 «22 En phase d’analyse
A partir du plan d'ensemble du mécanisme ;

1° Analyser le fonctionnement
= Mouvements ou équilibres stricts envisageables.
m Justification des divers usinages, des types de montages.

2° Définir les classes d’équivalence

w Colorier d'une méme couleur, toutes les piéces en contact
n'ayant aucun mouvement relatif pendant l'usage du mécanisime
que I'on étudie, 2 I'exception des pigces déformables (ressorts,
membranes. ..} et des billes ou rouleaux des roulements.
Chague groupe colorié constitue une classe déquivalence selon
la relation « pas de mouvement relatif » et peut étre affecté d'un
méme repére (par exemple, celui de Ia piéce principale).

3° Tracer le graphe de structure (ou de liaison) et recher-
cher dans Ia norme, le type de liaison reliant chague groupe.

4° Dessiner le schéma cinématique minimal en y reportant
chaque repére de groupe.

SCHEMA PLAN D'UNE COMMANDE D'AXE

Moteur Ul 2
de commande
(hors isclement)
B A
‘ = 1 e |
| e
g 0)
3 T T

SCHEMA EN PERSPECTIVE D'UNE COMMANDE D'AXE

(2)
Moteur

de commande

GRAPHE DE STRUCTURE (OU DE LIAISONS)
BT'Q

Liaison de centre A entre (0) et (1)

A4 : liaison pivot d'axe (A, X)
B,., : liaison héliccidale d'axe (A, X)
Co.g : liaison glissiére d'axe (C, X)




5=3 Exemple de modélisation en phase d’analyse
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Se31 EXAMEN DU PLAN D'ENSEMBLE DU
MECANISME (NOMENCLATURE SOUHAITABLE)

532

RECHERCHE DES
CLASSES D'EQUIVALENCES

On souhaite mettre en évidence le principe de fonction-
nement de ce montage de fraisage.

Colorier d'une méme couleur les piéces n'ayant aucun
mouvement relatif. On obtient alors les classes d'équi-

GRAPHE DE STRUCTURE

6511:;-11

+Ng.p

Cq.5 Appuiplan 4.5 Linéaire rectiligne
B4.19 Heélicoidale Bs_g Appui-plan
Ag-g Pivot Bg,” Appui—plan

B4g-11 Rotule Ng.p Sphére-plan en CietC,

valences.
6 7 g8 9 10 11
(1) (©) (@) (10) (11) (5)
Vo ] | Egi ) | b
b | ] = L g
a Sl e e LA S T i g
RN 6 SIS e S JRTN ) S
_l. o " A=~ : —— i _[_—: e \ B o5 I : J v 3
BN ITNNINENG TR
1 vz "\3 \4a\s .
(1)={1:2:3;4} (5)={5) (6)=16:7)
10-11 enlevés
(9)={8:9)} (10)={10} (11)={11}
Se34  SCHEMA CINEMATIQUE MINIMAL
(6) ) (100 (11) (9)

* |1 devient sphére-plan si I'on considére que les doigts Cq et C 7 appuient sur la piéce et que fe jeu entre 8 et 7, trop faible, interdit un contact linéaire entre 1 et 6
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6 Modélisation des actions me€caniques

6m1 Définition d’une action
mécanique

0On désigne par « action mécanique » toute cause physique capable :
m de modifier le mouvernent d'un corps ;

m dinterdire le mouvement d'un corps susceptible de se déplacer ;
m de déformer un corps.

6w2 Formes d’actions
mécaniques

m Les forces : elles générent ou interdisent un mouvement
selon une droite.

m Les moments (ou les couples) : ils générent ou interdisent un
mouvement autour d’une droite.

6w3 Représentation vectorielle*
6=31 Glisseur ((A), F_")

Utilisé en statique, il matérialise Ia force F

m par sa direction (A),
= SON sens, .
m sanorme, proportionnelle a lintensité de F

EXEMPLE 1 : .
Le ressort exerce sur le ciapet 1 une force modeélisable par ((A), A 5/1).

EXEMPLE 2 : ,
Pour ouvrir le clapet 1, I'eau exerce un effort modélisable par By, .

6 =32 Pointeur \ P, F )

Utilisé en résistance des matériaux et en dynamigue, il représente
la force F avec les caractéristiques du glisseur auxquelles cn ajoute
un point d'application P.

EXEMPLE
Sur chague point A; de la parci, I'eau exerce une force élémentaire
f; modélisable par un pointeur (A;, f;) ou (4;. f; ).

633 Couple (ou moment) C

Pour débloquer le _qontreécrou 3 avant réglage, |'opérateur doit
exercer un couple C' caractérisé par :

w |'axe du vissage (ou de rotation) : (0, x)
m lesens de rotation : + X (vair régle § 74.4),
= Une norme, proportionnelle & cetie action mécanique .

6= 34 Torseur « force » {# s/s)

|l permet de représenter toutes actions mécaniques exercées par le
milieu extérieur () sur (s).

m Glisseurs et pointeurs :

r‘i{AEH Ulix'.y'.z'} "BIB"“ 0}{??.;7.?'3 alh U]‘f"i'?}.

m Couple: {0 C} . . (torseur-couple).
(x.y.7)

m Effort transmissible par une liaison, repérée en un peint P, entre
uncomps fetuncorps f:

; (P Moy }tf.y',z'}
(X', y .z )estalors la base ol I'on exprime F'effort.

LIMITEUR DE DEBIT
3 ¢l 1 Ecrou A-A
N de reglage\ @
Passage Passage
libre 5 : = étranglé
A Débit contrdlé
Eau 4 =
- r Y EE
PR L
Corps 5] | ||| ¥ ol 3:[4'-1
A—r-»- %V 2

1
[ === _
o (4) Az
1A
[T 7
1
& e 17 TORSEUR/ .E“:;
o o
Bz .
O\/‘fol‘n

* Compléments aux chapitres 71 a 74.




6a4 Mise en place d’un torseur «force»

Il s'agit de représenter, le plus précisément possible, les actions
mécaniques susceptibles d'étre transmises par la zone de contact
commune a deux corps 1 et 2.

On choisit un point, A par exemple, au voisinage de la zone
de contact.

Une observation macrogéométrique montrerait que les deux corps

1 et 2 n'ont que quelques points en contact : Ay, Ay, ... A, ... A,
En chacun de ces points, 2 exerce sur 1 des forces que lc-n peut
représenter par des poinleurs (A1, 1), (A2, B2, ... (AW, ), ..
(Ap, T ). (1 exerce les actions opposées sur 2.)

En un point A;, de la surface de contact, voisine du point A,
le corps 2 exerce sur le corps 1 une force élémentaire
(A;, fi ) et réciproquement.

Un ensemble de pointeurs se représente aisement par un torseur.
D'oil le torseur des actions mécaniques transmissibles par {a liaison
Aenire 2et1:

- s

A =t
{ 2;1} { 2N Azn} Ll {%zz,’q}* (A 'f_)

REMARQUES :

m Le point ne fait que situer la fiaison ; on peut le choisir arbitrai-
rement (souvent placé au centre).

w On représente Iaction du milieu extérieur sur le corps que
I'onisole .

m Lors d'un contact, les actions exercées par les éiéments du milieu
extérieur sont dirigées vers I'intérieur de la matiére du corps
isolé .

m Dans le cas d'une liaison encastrement, on peut conserver le rai-
sonnement et considérer les forces de cohésion de la matiére ; les
actions élémentaires n'ont alors aucun sens privilégié.

m Le torseur des efforts transmissibles peut étre représenté par sa
somme et son moment ; on les dessine alors en A

m Dansunrepire (0, %, ¥, Z)orthonormé direct que 'on peut
choisir localement, les éléments de réduction du torseur des actions
mécaniques transmissibles par une liaison guelconque admettent six
projections que I'on note conventionnellement :

. [ X4
Ao Y
Z,

Il convient, en cas d'ambiguité, de distinguer les reperes 1 ef 2
descorps 1et2:

. L
Mo | My
N,

XA?H 5 Ly
Aan Azn Haon | Maap
}12}1 A

m (Ces Six projections montrent que, quelle que soit la liaison,
elle ne pourra jamals présenter plus de six inconnues
scalaires.

1 Zone de contact

—~A /
?./

Z A

Choix de A en un
point caractéristique

<Y

X A(AQM}:A‘E;: m]
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7 Actions des laisons parfaites dans I'espace

Une liaison parfaite entre 1 et 2 est caractérisée par - @ Identifier Ia liaison
m Des surfaces de liaison géométriguement parfaites, | Liaison 1-2: ZA 1 2
indéformables et des ajustements sans jeu : Aorii- <l =

= Des contacts sans frottement : plan | Mg
Les composantes de la résultante A2/ sont nulles selon les axes ]t* - } _ /‘J— -
" /
R, =1

(A7 )et (A7 ) car Az est perpendiculaire 2 7. Les translations

Ve
'
T, et T, sont possibles (voir fig.2). / /l:f LA
TX
I

La composante du moment résultant 4742+ est nulle selon laxe de Z
rotation (4 Z) . La rotation R, est possible (voir fig. 2). <

o : (3 1dentifier les composantes nulles

On identifie les composantes nulles du torseur transmissible

a{ Az}, dans le repere local (A, %, 7. Z) en respectant les deux Translation m (A, X)possible:  T,=1 = X, = 0
étapes suivantes - selon : m (A y)possible: T,=1 = Y, =0
; - m (A, Z)impossitle: T,=0 = Z, # 0

m les composantes nulles de la résultante Azy¢ comespondent aux (4,2)imp ‘ /
translations possibles de 1/2 selon les {rois axes ; .

> e & — Rotation  m (A, X)impossible: A,=0 = L[4, = 0
- lgsmmpos_alﬂesnullesﬂu momentlm.m correspondent aux selon - m (A, 7) impossible : R=0 = M, # 0
rofations possibles de 1/2 selon les trois axes. (A Z)possible: R=1 = Ny = 0
@ Choisir le repére local R  (A,X.7.7) Ecrire le torseur transmissible

m A: centre géometrique de la liaison ™.

e 0 L
= (A.%),(A,7) dans leplan 7 ()= N Ham) - {o M.q} n
m (A, 2) normal au plan 7. MZa 01677

Cette démarche est commune a toutes les liaisons ci-dessous.

Liaison Schématisation Translation Az} Rotation
ou fixe Ty 0 Ya M, J 0 Ry
(Ax,y.Z)=(R) I, |0 PaZy Mg 4 0 | A
guelcongue ** ns=6 ey

T, | o X B 0 | B,

ik T, |0 Ya My R,

te centre : A, r i 7 1 A

d'axe: (A,Z) z AEa R z
ng=5

rx 1 B l‘ n Rr

Glicsien 7, | o Yo M, o | B,

Grcimn e T 0 Zy N J 0 R

daxe (A ,f) z Aléa N/ z
"3‘5

*Cas leplus général ™" Aest souvent situé dans le plan dencastrement. ~ *** n,: nombre dincornues statiques ou degré de liaison,
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Liaison atAL) Rotation | Représentation de ‘{Azn}
X‘ kx‘
Hélicoidale Yo M
Centre A ”‘
Axe (A, %) 2 M
ns =_5 &
D 0
Pivot glissant Y, M,
Centre A A
Axe (A, ¥) Z
fig= 4
Sphérique 2 doigt T, 0 X ki
Centre A + ry 0 y‘ 0
Axe doigt (A, )
Rainure dans ki A4
f‘l_;t_f} ﬂs = ‘
, |1 0l il
Appui-plan
T 1 0 M
Centre A Y :
Normale (A,Z) T ! Py ans
ng=3
E 0 Xg O
Rotule ou T 0 1’5 0
SEuiqNn rr 0 Z, 8
Centre A ? A
Ng=3
Linéaire rectiligne = | 1 A=ty
Centre A T, 1 0D M,
Normale (A,Z) T, 0 palzy 0
Aréte (A, x)
Ag=2
Sphére-cylindre b | R
(Linéaire annulaire) oy |0 1528
Centre A T, | 0 Palzy 0
Axe (A,X)
=2
T, | 1 D 0
Sphére-plan T 1 0 0
(Ponctuelle) !
Normale (A,Z) .|V paiy ¥

ng=1

* T, 6t R, sont liés, force et moment aussi : L =K. X, 0l kZ:tz—ﬁ- (pas cinématique) et p (pas). ** s=nombre d'inconnues stefiques ou degré de liaison
¥
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8 Modélisation,
dans le plan,
des actions
mécaniques

(luand la surface de contact a une géométrie et des actions trans-
missibles qui présentent une symétrie par rapport & un plan, on
peut effectuer une modelisation plane.

Choisir alors un repére local dont les axes sont confon-
dus avec les axes de symétrie de la liaison.

EXEMPLE :

Sur la figure ci-contre, on suppose que (P), défini par les axes
(A X)et(A ¥) estun plan de symétrie pour la liaison en A
entre deux corps (S4) et (Sy).

REMARQUES :

m Chague point de contact A;, voisin de A, posséde un symé-
trique A’ par rapporta (P) : H; Ai=H; Aj;

m Chague pointeur (4;, 7;) admet un symétrique (A’,7)
tel que :

-

?;: f,—x_,)(-l-f,'},..?'l'f,';.

=

?-?:-‘: 'ffx-x"' f:}r-jfj_f:z-

P P

= On en déduit la forme du torseur en A associé aux efforts
transmissibles par cette liaison :

E(f +.fj) X-Z(Z f”) XE}#AJ(A},{;)“'E#A,I{A f,-] =0
E(f;+f;} jf Z(2.fy)= YZA"AFM f)+£ﬁf;1y{/4 f)

z(r,+r;}.z=0 M p (At ;)+m’m(A :.h}=ﬁ
m d'ol le torseur :
X0
Az = A 0 N (%7.7)

m I n’y a jamais plus de trois inconnues scalaires.

= |l revient au méme de projeter toutes les actions mécaniques
dans le plan de symétrie et d'ajouter un moment.

Lorsqu’une liaison posséde un plan de symétrie 2 la
fois géoméirique et pour les efforis fransmissibles, on
peut rapporter tous les efforts dans ce plan a condition
d’ajouter un moment ; ce demier admet une seule
projection, perpendiculaire a ce plan.

Surface de contact Plan de symétrie

entre (S,) et (S,)

n points de contacts et efforts
transmissibles, symétriques par
rapport au plan (P) = (A, X, ¥, Z)

MODELISATION DANS L'ESPACE

MomentenA[ yA Force en A

Z - =
/K‘(A?M:N-Z X

x4

Moment en A Forceen A

®z

¥ xi

_Z.-:Z(Efr'y'hi}




EXEMPLE :

Le dessin ci-contre montre le mécanisme de commande des
quatre soupapes d'un cylindre de mofeur a explosion.

Pour ouvrir l'une des soupapes, la came 1 agit en Asur le lin-
guet 2 qui transmet une action mécanique  la soupape 6
par 'intermédiaire de la tige 3, du culbuteur 4, du poussoir
réglable 5 en comprimant le ressort 7-8.

L'examen de ce mécanisme montre que toutes ces pieces et les
efforts appliqués ont un plan de symélrie en commun.

Un mécanisme dont toutes les piéces utiles admettent
un méme plan de symétrie pour la géométrie et les
efforts est un mécanisme plan.

REMARQUE :

w Une seule vue permet de définir le fonctionnement
d'un mécanisme plan (fig. 2).

w Leschéma cinématique du mécanisme se construit entiére-
ment dans le plan ( 0,X, ¥) (fig. 3).

Liaison  |Repére local Commentaires
IJ.-_1 (LIS "‘“E"‘ rolauon+w,z];
(Pivoi) ( 0.x ) et{ 0,y )conviennent.
1-2 | (4733 |(AX) indique 1a normale
(Spheére-pian) au contact.
D-2 (B, ._l). ;’, z ) Seul B &Hﬁilllptl,ﬂanl:
(Rotule) labase ( x, y, Z) convient.
2-3 piaery! Seul £ est important ;
(Rotule) (6% ¥.2) | 13 pase (x¥. 3] convient,
3- (4‘5' > > > Seul Dest imﬂﬂﬂaﬂl 1
(Dx,52) 2
{Rotule) la base( x. y. ) convient.
(E.y1) décrit 1a normale au plan
. | | GrideRel
s i [F’x1!r‘lz} d&ﬂlﬂtﬂﬂ “"'-11,.71]35‘
(Sphére-plan) coplanaire a ( 0, X, y)-
(1, y,)déerit 'axe du pivot glissant.
{f,;t (1,X0 70 2)| Lesaxes (Fx;)et(FZ)
glissant) conviennent.
Repére coplanaired ( 0,%, .2 ).
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MECANISME
1

10

12
11

2 12

DE COMMANDE DE SOUPAPES

3 4
F =
(6
7-8
6
o
©
Piston
Bielle

@

MECANISME DE COMMANDE DE SOUPAPES
D'ECHAPPEMENT




26

9 Actions des haisons parfaites dans le plan

@ Choisir le repére local % (A, X, ¥, Z)

Lorsqu'une liaison 1-2 présente un plan de symétrie £ = (A, X, y)
pour la géométrie et les efforts, les actions mécaniques de 2/1 | = A: centre géométrique de la liaison.
sont modélisables en un point A, appartenant 2 (P), par un torseur | m (A, x) dans le plan () et le plan (P) de symérie.

dont la forme est : m (A, y) normal & (z) et dans le plan (P) de symétrie.
x‘ u (Wil’ l:hapilre s] | {A, E) dal'ls Ie pl’dﬂ {?-':) B‘ I‘I{meal au !]ial'l (P)
e =1¥y 0 (@ Poser les composantes nulles

al 0 NgliGig

- x Compte tenu de (P) et de (A, x, ', Z) on écrit ;
avec: (A, x) et (A, y ) contenus dans le plan (P) ;

" g Translations p (Xz? 0
(A, Z) perpendiculaire au plan (P). potentielles » {y,? 0 -
P_eur une Iiaisc_}n parfaite™ particuliére, parmi les composantes al 0 Ny?7) 4 pgtenlt?gile
ci-dessus, certaines sont nulles. @ Identifier Ia lialson
DEMARCHE : (voir exemple ci-contre =2 o 1-2 Appui-plan
( d ) ) N ) 1 P -_Vi- , sans symeétrie
1° Choisir le repére local R (4, X, ¥, Z). (A, x) et (A, y ) étant ST |
dans le plan de symétrie, les composantes Z,, Lg, My, sont N Lespis aocdd - ;:x f:
nulles. Ecrire les trois 2éros correspondants. A _ 1
=
2° Pour la liaison considérée, étudier les possibilités de déplacement
de 1/2 selon les axes du repére en maintenant le plan (P,) appar- " ' 5
: w Pour un probleme plan, avec symeétrie :
tenant & 1 en coincidence avec le plan (P,) appartenant a 2. le degré de liberté se limite & T..
Il'y a lieu de respecter les deux élapes suivantes 31 —— _
= Les composantes nulles de la résultante A,y sur les deux | @ identifier les composantes nulles :
axes contenus dans (P) correspondent aux pessibilités de trans- | Translation m (A, x) possible : T,=1 = X;=0
lation de 1/2 selon ces deux axes. selon:  m (A, y)impossible : Ty=0 = Y,=0

m La composante nulle du moment #7451 selon un axe perpen-
diculaire & (P) correspond a a possibilité de rotation de 1/2 autour
de cet axe.

Rotation

—— (A, ) impossible : R,=0 = Ny#0

(® Ecrire le torseur des efforts transmissibles

3° Calculer invariant scalaire : J = Ag1. #az/1 - 0 0
Selon le résultat, le probleme peut se simplifier. a{Aan} = { A, ”’ My ”} =1y 0
Si J=0, letorseur 4{A/} estréductible en | un point A'dun A0 Nelgin

glisseur d'expression plus simple car #-5;1 =0 . o g e P 5 e 2
s ’ < : 5 EllE Odemarcne comimune a o €S llalsons usue
Lot st etemirer {Coalr Ty sau Ia fiaison hélicoidale (voir ci-dessous).

EXCEPTION :

La liaison hélicoidale posséde une surface de liaison qui sappuie
sur une hélice. Quelque soit le plan (P) considére, il est impos-
sible d'associer 2 un point de contact M, un point M’, syméirique
de M par rapport & (P). La démonstration du chapitre 8 ne

s'applique pas.

* Vioir définition d'une liaison parfaite au chapitre 7
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CAS DE LIAISONS MODELISEES COMME UN ENCASTREMENT

. Dl { Représentation du torseur
Liaison Schématisation Transiation RUITH Rotation . { & }"n { A A'_*Azn
Fixe T, 0 X, D
(ou encasirement) # 0
dans (4,%,7) v .9
AlD N, 31 0 | R,
Pivot d’axe (A, x)
dans le plan Degré de liberté : Nbre d’Ing. stat.
rﬂr;j‘;) I=|] I ﬂ,=3
invariant scalaire” : J= 0 : torseur réductible 2 un glisseur en A"
Glissigre d'axe
(A7) L - -
perpendiculaire & Bl X 0 7
> ‘l‘ Aa ,r-
Sphérigue 3 doigt A 1 "
o> > A0 D - R A XA X
dans le plan (A, X, ¥) A 9‘1 4 . e 1
parpm'!diuﬂaira Nombre d'inconnues statigues 71 = 2. @z
a la rainure Distance d a déterminer.
Ou? CAS DE LIAISONS MODELISEES COMME UNE GLISSIERE
3 e Wb, I v {for) . Représentation du torseur
Liaison Schématisation Translation a\Azn Rotation b { Az }=A Az A’Tzn
Glissiére Ty 1 00 "
d'axe (A, X) y
e T D l" “
dans Ie plan (A, x, y) ¥
= A0 Mlgd R,
Pivot glissant y? .
d'axe (A, x) ._é—§ Degré de liberté : Nbre d'inc. stal.
dans le plan —_— e=1 fg=2
- A —= _A _‘
(A,x,¥y) 1 ®z
Invariant scalaire* nul - J= 0 : torseur réductible  un glisseur en A",
Appui plan F? 2 g —_
de |m""ah “1 l’} —C-—X ]-I .I L n u
dans le plan v R
= 21 = TA-Y
(A,x.y) i o plr, 0 Tzn
) X
Linéaire rafhllma Mo oolg d - |8 A -——agt}—q—w
selon (4, x) d? |
"a"‘i"i"'a“ Nombre d’inconnues statiques = 1. ®z
(A, x,y) Distance d a déterminer.

* Invariant scalaire § 74.3




Nombre d’inconnues statigues n;=1.

9 i 3 CAS DE LIAISONS MODELISEES COMME UN PIVOT
- . (s : Representation du forseur
Liaison Schématisation Translation a\Az Rofation \ { L }=‘{ A }
Pivot "axe (A,Z) . |0 P (X0
perpendiculaire
a(4,37) Y RS
Pivot glissant Xa
d'axe (A,z) 2@ Degré de libenté ; Nbre d'inc. stat.
perpendiculaire o g=1 =2
e 1 X . i
a (‘ + Xy y} — . _
Invariant scalaire” nul : J= 0.
o s 7 Le torseur se réduif & un glisseur en A.
Sphérique a doigt y 4
dans le plan . o L .ll .
(4.5.7) : & 1
de ia rainure T, A val- A
1 | R MY
Rotule A 00 91* : Al x,
(ou sphérique) ®z
Nombre d'inconnues statiques ng= 2.
Oad CAS DE LIAISONS MODELISEES COMME UNE SPHERE-PLAN
= - ' ) Représentation du torseur
Liaison Schématisation Translation RUITH Rotation y { Az }=‘ { E m }
T 1 D 0
Sphére-plan - y
de normale (4,7) .l o Y. 0 I
¥ A o 5
dans le plan A A2n=Ya.y
(A 5 }: ?} A D0 9{‘ 1 ﬂz - X
Degré de liberté : Nbre d’inc. stat. ©z
Pivot glissant L e - =
d'axe (A, %) Invariant scalaire* nul - J= 0.
dans le plan Le torseur se réduit 2 un glisseur en A"
(A,X,y) ot -
T 1 00 i
yf
T 0 Y, D e .
Linéaire rectiligne ! ; , Agn = Vo
de normale (A,y) alo o 9,1 { R, p X
dans le plan
(A,%,7) ©z

* Invariant scalaire § 74.3



OwsS CAS DE LIAISONS NE PERMETTANT AUCUN EFFORT
] _' P (Asr) ) Représentation du torseur
Lisison Schématisation Tanslation | p{Azn} | Rotation | g v Kapn Han )
Appeiplea. 1 v} .11 p oo
de normale (A,Z) e =
perpendiculaire AL_Les |1 pioo
auplan (A,X,7) 2182
. : = Do 1 R,
Linéaire rectiligne s 7 } & gg,1
A
dans le plan 1 ol e Degré de liberté : Nbre d'inc. stat.
(A.%7) ot B [} e=3 ng=0
Sphére-plan
u'_’ mgh ( ‘ .2) La liaison ne peut transmetire aucun efiort selon ce plan ;
pemendiculaire | on peut donc considérer qu’elle n’existe pas (solides 1 et 2 indépendants).
auplan (A,%,¥)

926 Exemple

Considérons le montage de fraisage en phase de serrage, réglé
pour une série de pieces.

HYPOTHESES :

Pas de frottement de 9 avec les autres piéces.
Effort du ressort & négligé.

m Liaison 6-9en A: piveten A(§9.3)
XA 0 rr
‘A&rg, 0 | seréduitau glisseur Agy
150

m Liaison 11-9 en B: appui-plan (§ 9.2)

0 0 J——
B{Bmg} & { Ye 0 ] réductible & un glisseur By
0 Lylg

Ce glisseur passe par un point B'a déduire ullérieurement par
'isolement de 11.

0 0
=lYB 0

By
o) =

R
m Liaison 9-P en AV: linéaire rectiligne (§ 9.4)

0 0

(Nes) = { Y, 0

se réduit au glisseur V
a0 0 ’g{’

MONTAGE DE FRAISAGE (§ 5.31)
EN PHASE D’ABLOCAGE

Commande

MODELISATION DES A.M. SUR (9)

Biya=Ya-y¥ Neg=Yn-¥

i
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10 Cinématique des liaisons
parfaites dans ’espace

En cinématique, une liaison est parfaite si les surfaces de liaison
sont géométriqguement parfaites, indéformables et les
ajustements sans jeu.

= Les composantes de la vitesse angulaire .ﬂ;; résultante
tu torseur cinématigue, sont nulles sur les axes (4, x ) et(4, y)
autour desquels la rotation de 1 par rapport a 2 est impossible {fig. 2).
w Les composantes de [a vitesse linéaire Vg4, moment du
torseur cinématique, sont nulles sur l'axe (4, Z) selon lequel
la translation de 1/2 est impossible (fig. 2).

DEMARCHE :

On idertifie les composantes nulles du torseur cinématique 4 {4, }
dans le repére local (A, X, ¥/, Z) en respectant les deux étapes
suivantes :

m Les composantes nulles de €2 ;é se déduisent des impossi-
bilités de rotation de 1/2 selon les trois axes.

= Les composantes nulles de Veq/2 Se Gécuisent des impossi-
hilités de translation de 1/2 selon les trois axes.

@ Identifier la liaison

(@ Identifier les composantes nulles

Rotation = (4, X)impossible: R,=0 = w,=
seon:  m (A y)impossible: R,=0 = w,=0
m (A, Z) possible : R,=1 = w,#0
Translation m (A, X) possible : I,=1 = v, #0
selon: (A,E)pﬂssib!e: T,=1 = v, #0
m (A.z)impossible: T,=0 = v, =

@ Choisir Ie repére local % (A, X, ¥, Z)

@ Ecrire le torseur cinématique

m A: centre géométrique de fa liaison ™.
m (4,),(A ¥)dans e plan 7.
m (A, Z) normal au plan 7.

— : 0 Uy
A{ﬁi,fz}:,q{ﬂuz Vacta} = { ¥, vy
ale; 0)i52

Cetle démarche est commune 3 toutes les liaisons ci-dessous.

Liaison Schémalisation Rotation a{dp2} Représentation de 4 {912}
st Ry 0 0 0
ou fixe Ry 0 0 0
R(AX,¥,7) R, | 0 palo blg
quelcongue * ng=0°"
Ry 0 e
Pivot Ry 0 0 0
De centre : A p . o =t
Daxe: (4, 7) z e ndd L
nc=1
Glissiére = - % '=n
De cenire: A ¥ —r
Dae:(4, %) | . Az | 0 P %
X y ne=1

* Cas le plus général ** A est souvent situé dans le plan d'encastrement.

*** n,: nombre d'inconnues cinématigues.
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Liaison Schématisation Rotation a{d1p} Translation | Représentation de a{¥2/1}
|

1 | T,
Hélicoidale 0 Ty
Centre A i r
Axe (4, x) z

1 | T
Pivot glissant 0 T,
Centre A
Axe (4, x)
Sphérigue a doigt 0 I;
Axe doigt (4, z) ;
Rainure dans 0 z
(4,X,Z)

1| %
Appui-plan 1 T}'
Centre A " r
Normale (4, Z) .

0 T,
Rotule ou 0 Ty
sphérique

0 | T
Centre A

Z e 1 Ty

Linéaire rectiligne
Centre A 1 Ty
Normale (4, Z) 0 T,
Aréte (A, x)
Sphére-cylindre 3 Tx
(Linéaire annulaire) 0 Ty
Centre A 0 I,
Axe (A, X)

1 Ty
Sphére-plan 1 I,
(Ponctuelle) ; y
Normale (4, Z) z

* ne= nombre d'inconnues cinématiques. ™" A = e. zgtauecs = + 1 (filet & droite), & = — 1 (filet & gauche) ; p = pas géométrique.
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1T Cinématique des liaisons

parfaites dans le

Lorsqu'une liaison & une géométrie présentant un plan de symeélrie,
les torseurs cinématiques (chapitre 10) se simplifient.

REMARQUES :

m La lizison encastrement a des torseurs cinématiques nuls dans
tous les plans.

= Laliaison hélicoidale n'admet pas de plan de symétrie.

m Les possibilités de mouvement doivent conserver le caractere de
fa liaison ; par exemple, pour la liaison appui-plan (§ 11.7), on ne
peut pas considérer de vitesse V; ou de rotations w, et @,,.

plan

DEMARCHE :

jection vaut 0.

Apres avoir déterminé le plan de symetrie :

= Examiner la possibilité de rotation autour de I'axe perpendi-
culaire au plan. Si cette rotation est possible, placer la projection
wcorrespondante du taux de rofation L2172

; sinon cette pro-

= Examiner les possibilités de translation le long des deux axes
du plan. Dans Iaffirmative, écrire les projections de Vae1ze :
sinon, placer les valeurs nulles.

= Les aulres projections sont nulles sur (R )=(A, X, ¥, 7) -

11al

LIAISON ENCASTREMENT

Plan de symétrie (A,X,)) Plan de symétrie (A,7,Z) Plan de symétrie (A,X,Z)
%22 0 0 olr,|a|op (0 O o o) ol
5
P 0 o) dolr, 00 Jur,ﬂ,nr 0 0
e y
5 R0 P alo 0lg Ao olg o, | |o| sle olgdqofr,
ne=0" n,=0 n,=0
11m2 LIAISON PIVOT
Plan de symétrie (A4,X,5) Plan de symérie (A,7,Z) Plan de symétrie (A,X,2)
7
A
z - z lEéI
oF3 o7 V %
’ 0 0 0 ,n 0 0|7,
A{h_w;VAewa’ R\ 1P plo, Olg a0 ol 4017, A0 0lg 40T
ﬂg=1 ﬂc=n .ﬂ‘=n

* n,= nombre d'inconnues cinématiques ; m,+ n,= 3 dans le plan ; n; (chapilre 9).




LIAISON GLISSIERE

Pian de symétrie (4,%.))

Pian de symétrie (A.y.Z)

Plan de symétrie( 4,x,2)

I

04

X X
I_ A l-=:==::-='--—-|-:--~ q—}-—-d:w!ﬂ‘ -—|
Vne1f; EEU;
] [n u,l 1|1, (R 0 'o nl ]n uxl 1T,
| 0 0 0T 0 0 olr[r|op [0 0
{131:2} {Chap.10) i ‘ J 4 l l Il l l
___.'_;__..‘ RiOp 40 0/g a0 0lq 40T, A0 0lg 40T,
Alﬂwa Vaerz I
n=1 ne=0 n.=1
LIAISON HELICOIDALE
Aucun plan de symétrie
Dans tous les plans de symétrie éventuelle d'un mécanisme, la liaison hélicoidale se
comporte comme un encastrement.
(Voir encastrement § 11.1 et liaison hélicoidale chapitre 10.)
{®2) (Chap.10)
A{ﬁ;; Vaersz)
11a5 LIAISON PIVOT GLISSANT
Plan de symétrie (A,X,7) Plan de symétrie (A,,Z) Plan de symétrie ( A,X,Z)
VAE‘H;
x A ‘
B |
©f §y
r
[ 0 u,l 1T,
0 0
(812) (Chap.10) l J
e By R, 0 0 0 0|1,
A{ Qi12 Vaeuz) ) . 2




11 a6 LIAISON SPHERIQUE A DOIGT
5 Plan de symétrie (A, X)) Plan de symétrie (A.}.2) Plan de symétrie (A,x,Z)
Yyt ez Qp
0
Al X x
A
; Oy
lﬂﬂ 0|T,|R,|1 wy 0 00 0T,
0 0 07, 0 0 0|7, [R,|1P (e O
(2} (Chap.10)
S Rop a'0 0Oig A0 0ig 40T, A\D DBig 0|1,
A{ Qij Vaerrs }gz
ﬂann l'l'..'.='| ﬂ5=1
11a7 LIAISON APPUI-PLAN
Plan de symétrie ( 4,X,) Plan de symétrie (A,§,2) Plan de symétrie ( 4,%,Z)
—
| ! = — ® X v e
1 ! A”L’; -lx? X z * ®y Z o
- = : ’% i = Vaew Vaerz i
?_ W, ;’. s, . — E T —
g Varg, oy ——__ I} . TA Y :
T AL 92 J"¢ Vaerrz
y
0 v, 1|T,|R,| 0 ]ﬂ 0 0 v, 1|7,
0 v 11T, 0 v 1({T,|R,| 0 0 0
{812) (Chap.10) 4 ! l : "=
— T R,(1 0 0 0 0T, T,
A{Quz b":fuzwz}a.1 E r‘ S TR A R z A'0 0lg z
ng=3 ne=1 ng=1
LIAISON ROTULE OU SPHERIQUE
Plan de symétrie ( A,X,J) Plan de symétrie (A.j,Z) Plan de symétrie ( A,X,Z)
Qs y Qi Qs
® © ®
Z = X
®x
® = B
0 0 0|T,|R,| 1 o, 0 00 0|7,
00 0T, 00 0T, |R/ 1P (o 0 0T,
{1‘3‘1;2} (Chap.10) % ¥ : ¥
e G A1 w, D 00 0|7 00
A{ 2 VAeuz}m ) A O g & ) A i
n£=1 ""1 "c=1




LIAISON LINEAIRE RECTILIGNE

Plan de symétrie (A,X.¥) Plan de symétrie (A.).Z ) Plan de symétrie (A,X,Z)
2 @y AZ
+ —=1 8 7 =
"A '.JI ¥ y
1 BT ‘—l"* : 2
.o) 2 _____,_J _?M ) _;'_ il ‘-/A
G:)Z Eif VAE”E "AEU?
0 v 1|r|al1p (o 0 0 v,\ 11,
(8y) (Chap.10) 0 v, 41T, ln vl 41|T|8j0p [0 al
A{Qwvmwz} R P ale 0lg Al Oig 407, A0 0ig 407
n.=3 n=2 n,=1
11=10 LIAISON SPHERE-CYLINDRE OU LINEAIRE ANNULAIRE
Plan de symétrie (A,X.7) Plan de symétrie (A,),2) Plan de symétrie (A,X,7)
) z z
y | x _
©a,, |O¥ 1 Ca,.
w, 0 Iﬂ Ve 1|
00 0|7, 00 0|T,|R| 1) (@ O
{‘lﬂwg) {Chap10] l l
= R|1p Ao, 0lg a0 olg 40| all 0lg 40T,
A{ Dz Vaeur)
H‘=2 "5'1 n,:=z
1.1l LIAISON SPHERE-PLAN OU PONCTUELLE
Plan de symétrie (A,%.7) Plan de symétrie ( AY.Z) Plan de symétrie (A,X,7)
y 2 O3 fy @y
VA;};
- A A
z Z Vaeirz
©z ® Q. ©® Qi ©® 2., ;
0 vy 1| TR, 1 w, 0 0 v 1|1,
0 v 17, 0 v 1 L|R1p lo O
{842} (Chap.10)
__,,_= = RZ.I Aﬂhng{ Aﬂ “Q‘ ﬂ'rz ‘u nﬁ I}Tz
A{-sz Vaerrz)
ng=3 =2 n,=2
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12 Actions des
liaisons réelles

Une liaison réelle entre 1 et 2 est caractérisée par :

= des surfaces dont la géométrie entre dans une certaine
tolérance (G.D. 17),

m des surfaces déformables en fonction de I'effort transmis
(voir chapitres 45 & 55 et chapitre 35),

m des contacts avec frotiements (chapitre 32),

m des jeux fonctionnels permettant I'assemblage et le fonc-
tionnement de I'ensemble.

HYPOTHESES :

m La géométrie tolérancée de la liaison permet la méme
fonction de service que la liaison parfaite, au frottement prét
(parfois recherché).

m La pression de contact en un point ne dépasse pas une
limite admissible pour |e matériau, appelé pression de Hertz.

m Chacune des liaisons étudiées dans ce chapitre résulte
d'une analyse globale de mécanisme ; elle peut étre réalisée
a partir de liaisons elémentaires (par exemple : une liaison pivot
peut étre construite a I'aide de deux roulements dont Fun,
arréte axialement, se comporte en rotule et lautre libre axiale-
ment, se comporte en liaison sphére-cylindre).

m La lizison est effective (par exemple : un appui ponctuel
est bilatéral sous peine de disparition de a liaison).

DEMARCHE :
Identifier | | Yoer les mouvements Ajouter les
Ia l!ﬂiSlJﬂ I qu' amﬁmwmﬂecm B c{}mpmms
liaison parfaite (§7.9) s'y opposant

121 Liaison encastrement

Cette liaison ne posséde aucun degré de liberté et par
conséquent a :

m Six degrés de liaison dans I'espace (chapitre 7),

m 1r0is degrés de ligison dans le plan (§ 9.1).

En un peint A" particulier dun plan de symétrie, le forseur
se réduit  une résultante Azn (§9.1).

* J invariant scalaire (chapitre 74)

EXEMrLES DE LIAISONS ENCASTREMENT

Par goujon
(G.D. chapitre 33)

1 -

——= 1R

=

| B

Vd

17

Par soudage
(G.D. chapitre 27)

Bloqué & fond 1
de filet

o

Cordon de
soudure

¥

Par obstacle

]

Goupille

hy cannelée
o / (G.D.
SN A % chapitre 35)

A

—

ENCASTREMENT (MODELISATION SPATIALE)

Représentable par
une résultante
et un moment

J20

Action mécanique
transmissible

(Chapitre 7)

(A =

Yo M,

Za Nal G7.7)

ENCASTREMENT (MODELISATION PLANE)

AZH

En un point A
particulier,

une résultante

peut se modéliser par [\ -

Action mécanique
transmissible

§9.1)

{AEﬁ ) =1Y, O




12w2 Liaison pivot réelle

Un frottement non négligeable affecte le seul mouvement relatif
possible - Ia rotation autour de (A4,2).

Le torseur des efforts transmissibles Sécrit :

Xa La

Yo Mg
Za Na

{Am) = avec Ng= 0

(%7.2)

A

12221 Frottement radial seul*®

|Na!=|Natl=p1 - VX2 4y r

N, (N.mm) ;= tan o (facteur de frottement) @ r (mm)
X 5 et Y, en newtons (N).

REMARQUE :

Dans le cas d'une symétrie par rapporta (A, X. ¥) , le torseur
se réduita une résultante Az passant par le point de contact
théorique A’el tangente au cercle de rayon 7 sin ¢ (voir § 33.2).

12«22 Frottement axial seul*
Avec une hypothése de pression de contact uniforme :

2 R3-r R

Ml Magl= 2 g 245 ~ o |l =
R°=r 2

N, (Nmm) ; gy =tan @, (facteur de frottement) ; Z, (N) ;

Ret ren millimétres (mm).
m Pression de contact sur 'épaulement :
24 1Z4l

(R 2miA-1)

12«23 Frottement axial et radial

Na= Ngq + Ny (algébriqguement)

REMARQUES :
m Cas d'une surface conique (embrayages, limiteurs).

Avec une hypothese de pression de contact uniforme :

1z |,Ra'r.3.= Eﬂ_l'ﬁ
sin 6 F

Ny|=2. -
3 R*-r? sing 2

N, (Namm) ; g - facteur de frottement ; Z, (N) ; A, r (mm)
6 : demi-angle au sommet du cone.

= Pour 6= "190°, on retrouve l'expression du couple de frotte-
ment sur un épaulement (§ 12.22).

m Les valeurs approchées concernent les couronnes de faible
largeur ou les cones de faible longueur.

* Voir chapitre 33.

COUPLE DE FROTTEMENT RADIAL

2 Ajustement serre

‘b

pi=tang  Ny=IAyl.r.sing

FROTTEMENT AXIAL

@D =2R

Surface de
contact entre
(2)et(1)
FROTTEMENT SUR CONE D'APPUI
2
5
6 e |
Ny .Z it i | 5
e e e &«
" A
Y |
%\
1/ . '
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12=3 Liaison glissiere réelle

Selon les actions mécaniques extérieures qui lui sont 2ppliquées
une glissiére peut occuper quatre positions dans le plan de ces
forces :

— contacts en Ay €t By :
— contacts en A, et By :
— contacts selon une ligne A, By :
— contacts selon ure ligne A4 B :

METHODE :
1° Neégliger tous frottements et déterminer le sens des actions
mécaniques 2 'zide d'équations de moments judicieuses.

2° En déduire les points de contacts de la liaison et faire inter-
venir alors le frottement (chap. 32).

EXEMPLE ;

Le poussoir 2 ci-contre recoit une action motrice 11:9_' .l agit
en J sur un galet mobile sans frotiement autour de son axe, lié
a un poussoir 4. Ce dernier recoit un effort récepteur !?5_,; de
norme inconnue. Le facteur de frotiement entre les poussoirs
2, 4 et le béti 0 valant g, déterminer les actions mécaniques
exercées par 0 sur 2 et 4.

SOLUTION :

m Isoler 2 et 4 et placer les actions mécaniques sans frottement
selon les valeurs positives des axes :
Xa, Xgsur2 et yp.ypsurd.
® 3 Mo (Foqs) = 0= X, > 0=>contacten A; .
3 Mg (Foqj2) = 0=> Xp> 0= contacten B;
3y (Fegja) = 0= Yp<0=>contacten Dy,
3 M5 (Foq4) = 0= Y¢> 0=>contacten C,

" _Gonple tenu de la tendance au déplacement provoquée par
I4y (Bquilibre strict chap. 32), placer les normales aux contacts
déterminés et ajouter les composantes tangentielles correspon-
dantes.

m La détermination exaﬁm se poursmt a pamr des actions
mécaniques wrrectBsAw Bﬁfz Cg,.; et D{m

POSITIONS POSSIBLES D'UNE GLISSIERE

Ay B

As B,

A1:;;;; B,

s

A2[¢£g£|51

MONTAGE ( I/, « motrice »)

oA

l

—
=
55
x

SANS FROTTEMENTS

T
Aq /-I-_-f.t--— —= X4

AVEC FROTTEMENTS

A /2

s 1

- -0
Y

L /

T
Con 'E!'




124 Liaison hélicoidale réelle

En présence de frottements, le coefficient de proportionnalité &,
tel que L 4= k. x, (chapitre 7), prend une forme différente selon
le sens de la charge axiale et le type de surlace de liaison.

1° Cas ou la vis est soumise & un effort axial et un
moment de méme sens -

La vis progresse dans le sens de la charge axiale.

Ly=-Xz.r.tan (a=¢')

r - rayon moyen de la liaison hélicoidale.

o pente telle que tan = fir ou pest le pas.

o' - angle de frottement fictiftel que tan ¢'= ::%"s 2.

4
oll tan =y - facteur de frottement.
y: demi-angle au sommet du filet.

fan o
tan (@'~ o)
= Mouvement possible pour c< 90° — ¢
m Systéme irréversible si o< ¢

= Rendement p= Sia<e!

2° Cas ou la vis est soumise a un effort axial et un
moment de sens contraires

La vis progresse & I'encontre de la charge axiale.

Ly==-Xy.r.tan (a+¢’)

(Notations ci-dessus.)

= lane .
= Rendement p B (s o)

= Mouvement possible pour < 90° — ¢
m Systéme irréversible pour o< ¢

VALEURSDE ¥ ET ¢ CONNAISSANT p=tan ¢

VERIN A VIS

Charge Q B K| Cliquet

PROGRESSION DE LA VIS
Dans le sens de lacharge A l'encontre de la charge
(descente) (montée)
Descente o] Montée a

!

®
Ny

¢ 1N
>

Systemevis-écrou| 7 | tan ' |Valeur approchée

Exemple

lh“l!i | =0° u ‘
Profil 1.S.0. a° | 1,155,
15° | 1,035
tang'=u
Profil rond 5 | 1038,

Profi dissymétique| 10° | 1,005

Profilgaz | 2730 | 1271 J

Systéme vis-écrou M30 (pas p=3,5).
Frottement de facteur 1.=0,1 {=1an ¢ ).
Charge Q=1 000N.

Calculer le couple nécessaire pour
m Faire monter la charge ;
m Faire descendre la charge.

Oncalcule tan o = p/nd=0,0371 —> a=2,13°
tan ¢'=0,1155 - ¢'=6,59°
D’oil le couple minimal de montée :
L,=103 x 15 X tan (2,13° + 6,56°) = 2,3 x 103 N.mm =2,3 N.m

D’oil le couple minimal de descente :
|L4/=1103.15.tan (2,13° - 6,59°){=1,17 X 103 Nomm = 1,17 N.m
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12«5 Liaison pivot glissant
réelle

Un frottement non négligeable engendre un effort s'opposant au
glissement selon I'axe et un moment s'opposant a la rotation
autour de ce méme axe. lIs dépendent tous deux de I'effort radial
F; transmis par cette liaison.

Le torseur des efforts transmissibles s'écrit :

Zs Na

Xa La
alAz21) = (Y4 My
A

m Effortradial Fr=Ya.7+Z 4.2,
m Facteur de frottement wentre 16t 2.
m Rayon R ou diamélre Ddu pivot glissant.

Alors :”ﬁl'l = YViw2s =F (nombre arithmétique).

Xa=+u.Fr Xy=—u.Fr |Xal < u.Fy

T
e m— >

. e - >
SIF‘Em.X{O si vnem*i“?“ si v‘,,___r!n=0

La=+pu.Fr. B La=—p.Fr R La< pu.FrR
— e R - | — >
SiQqp.x<0 siﬂm.}}ﬁ 5iQp=
EXEMPLE -

Dans une liaison pivot glissant d'axe (A, x ), les efforts exercés
par 2 sur 1 ont pour valeurs :

’ 0 0
(Agn)=1{ 2500 —120 (forces en N,
\_1000 —-300) moments en N.mm).

Rayon du pivot : R=40 mm. Facteur de frotiement : p=0,15.
Déterminer le torseur { Az} en Adans les cas :

a) v,=0, (aucune tendance) w,>0;

b) v,>0, w,=0, (aucune tendance) ;

t)v,>0 et w,>0; d) vy>0 et w,<0.
Résolution -
Calculer 2. F,=0,15. V25002, 10002 =404 N,
Calculer g2 F, . R=404 % 0,040 = 16,16 N.m.
D'odl les torseurs correspondant 4 chaque cas :

[ 0 - 16,16 — 404 0 ‘
a) | 2500 —120 b) { 2500 -120

€)

(Tendances aux mouvements nulles.)

A\—-1000 —300 A\-=1000 —300

’ —404 — 16,16 ’—404 + 15,16‘
2500 —120 d)y 2500 —120

ALWOU - 300 A\—'ICUU —300 J

AUCUNE TENDANGE AU DEPLACEMENT

. Plan perpendiculaire
z 4 a I'axe de la liaison

Modélisation comme pivot glissant parfait (chapitre 7)

TENDANCE A TRANSLATION SEULE

Déplacement de 1/2

TENDANCE A ROTATION SEULE

Rotation de 1/2




12=6 Liaison appui-plan réelle

Le torseur des efforts transmissibles, &tabli chapitre 7 se trouve
modifié selon le mouvement existant ou qui apparaitrait en
I'absence de frotiements.

12a61 Résultante transmissible
Toute tentative de glissement dans le plan de contact engendre
une résistance passive qui S'oppose a cette tentative.

Choisir le repére local de fagon a ce que I'un de ses axes
indique la normale au plan de contact et un deuxiéme
axe, la direction de la tendance au glissement.

12262 Moment transmissible

Toute tentalive de rotation autour de I'axe perpendiculaire au plan
de contact, ajoute un moment de résistance au pivotement
proportionnel & l'effort normal : Npy=11. Z,.

7, exprimé en métres, est le coefficient de résistance au
pivetement.

122 63 Exemple d’application

Soit & déterminer I'action du support sur la semelle d'un moteur
électrique.

En régime établi, il fournit et recoit des actions mécaniques
sur son arbre.

m Données et hypothéses :

La pression ambiante agil tout autour des divers organes ;
ses effets S'annulent donc.

Le poids sexprime simplement au centre de gravité G.
On connait I'action mécanique en B.

On estime que les vis ou boulens de fixation ne doivent exercer
que des forces dirigées selon Z.

H

RESULTANTE TRANSMISSIBLE
. Tendance au
Z=2Z mouvement

1 de 1/2

Agn=Ya-YV1+24-2 avec Yy <tana.Z,

o < ¢ (angle de frottement)

MOMENT TRANSMISSIBLE SUPPLEMENTAIRE

Mpon =Np.Z avec |Np|<n.|Z,]|

FIXATION D'UN MOTEUR
Moteur électrique (E) 7 |

Semelle

m SOLUTION:
Le principe fondamental de la statique (§ 31.5) permet décrire :
XA=F rﬂau ZA=P+H+"*
L= a.P+b.R My= (c+r)F Ny= -bF
Il convient de verifier :

m Effort de serrage minimal :
Zs soit N=F -p-p

fo

X4l < po.

m 2¢ condition de serrage :
|Na| < 1 .1Z4] soit N= Eﬁ;]F--P-H

-2 —>

*P.R Nsontlesnormesde PR N.

ACTIONS MECANIQUES SUR ()

[ 00 ’—F 0
Poids 00 Contact B 0 0
Gl—P 0 Bl-H 0
0 0‘ K by
Fixation 0 O Appui-plan | Y; M,
2N of Ale N, |
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12w7 Liaison sphérique réelle
Le frotterment affecte le mouvement de rotation.

Placer le repére local avec I’'un de ses axes orienté selon
I'axe de rotation concerné ( A, X par exemple).

Toute rotation autour de cet axe engendre un moment propor-
tionnel & I'effort X , dirigé selon cet axe et au coefficient de résis-
tance au pivotement (chapitre 33).

[Lal =n.|Xal

12«8 Liaison linéaire rectiligne
réelle

Si la surface de contact se réduisait a une ligne, la pression
p = F/S deviendrait infinie. Les matériaux se déforment et
le contact apparait selon une zone rectangulaire de faible largeur.
Cette pression ne doit pas dépasser une limite admissible dite
pression de Hertz (§ 47.23).

12281 Force transmissible

Orienter le repére local avec un axe Selon la vitesse de glissement
ou l'axe longitudinal de la zone de contact. On obtient
les résultats ci-contre respectant les lois du frottement (chapitre 32).

12 82 Moment transmissible

m La petite surface de contact contrarie la rotation autour de
(A,Z). Celase traduit par un moment de résistance au
roulement NV, qui Sajoute & 'éventuelle composante L 4.
D'apres le chapitre 35, on peut noter :

H‘=:t3.'y‘

N, : moment de résistance au roulement (N.mm).

& : coefficient de résistance au roulement (mm) ; signe seton
repere.

Y, : effort normal au plan.

m |a petite surface de contact contrarie par frotiement toute
tentative de pivotement autour de (A, ).

Il en résulte un moment de résistance au pivotement M,
qui S'ajoute aux autres composantes.

D'apres le chapitre 33, on peut noter :

Mp=%n.0¥

M: moment de résistance au pivotement (N.mm).
n : coefficient de résistance au pivotement (mmy) ; signe selon
repere.
Y, - effort normal au plan (N).
~ m Voir exercice § 35.3.

SPHERIQUE (OU ROTULE) REELLE

|

¥ x4

Tendance au
glissement de 1/2

X
< >
\w/g
R X
A — = | A21
{An)={_Z } avec Ay | Yaon
A A2 {-'-'--) ZAZ.”

X, =||Tll.cos @=||Azn|l-sina.cose
Ya=[NI =[|Aznl . cos e

Z,=|Tl.sin 6 =||A,4||-sina.sin

0 = constante ; & < ¢ : angle de frottement

MOMENT TRANSMISSIBLE

avec

L, (Chap. 7)
MA =ﬂ 'YA
NA =§ 'YA

M azn




12«9 Liaison sphére-cylindre*
réelle

Si la surface de contact se réduisait a une ligne, la pression
p = F/S deviendrait infinie. Les matériaux se déforment et le
contact apparait selon une bande circulaire de faible largeur.

12« 91 Forces transmissibles

Dans le cas d'un frottement non négligeable, toute tentative de
glissement selon I'axe (A, X ) engendre une résistance passive
(voir chapitre 32) -

= dirigée selon I'axe (A, X') de la liaison ;

= orientée dans le sens contraire du glissement (ou de sa
tentative).

EXEMPLES :
Segment de piston dans son cylindre ; joint 3 lIévre sur
arbre en translation.

122 92 Moments transmissibles

La petite surface annulaire de contact contrarie les trois mou-
vements de rotation possibles. Il en résulte trois moments
résistants.

REMARQUES :
= Larotation autour de I'axe de la liaison (4, X' ) sur lerepére
local choisi ici) peut avoir une amplitude quelconque.

Le moment L ,. X dépend de I'effort normal N:

|Lgl=N.r.tang [Lgl=N.r.tan o
tant que 2, = 0 quand 24 # 0

m Cette liaison ne peut tolérer que de faibles oscillations autour
desaxes (A, y) et (A, 7).

Les moments M, et N, doivent rester négligeables ;
sinon, il convient de modéliser la liaison réelle selon
une liaison pivot glissant.

m La ligne de treuil schématisée ci-contre fait 'objet d'une
modélisation § 55.14.

Le roulement supportant les charges axiales et radiales peut tre
modélisé par une liaison rotule ; celui qui ne supporte qu'une
charge radiale (non arrété axialement sera modélisé selon une
liaison sphere-cylindre). Ce n'est valable que si le jeu de rotulage
de chaque roulement est compatible avec les déformations sous
charge et les défauts d'alignement des paliers.

* (u linéaire annulaire,

LIAISON ANNULAIRE REELLE

TEHdﬁr;ce au
mouvement de 1/2

A_- e— e - —
[AM’=‘WQ‘" aveC Apy =Xy X+ Yp.¥+25.2
A2

Relations: Y,.y+Z4.Z=N
|Xal=| N .tana

o < ¢ (angle de frottement)

MOMENT TRANSMISSIBLE

avec
_ .| La
ﬁ,qgn MA e 0
NA ~0
LIGNE DE TREUIL
4 ;Jo 11 Eﬁ
= SES [+]
Moteur - 3] et
T77777
7 T

Charges : Radiales + axiales Radiales seules

¥

Rotule

Y
Sphére-cylindre
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12=10 Liaison sphere-plan*
réelle

Si le contact s'effectuait réellement selon un point, le moindre
gffort transmis engendrerait une pression infinie (p = F/S)
incompatible avec la résistance des matériaux. En fait, elle ne
doit pas dépasser une valeur limite dite «pression de Hertz» et
le contact a donc une petite étendue.

12« 101 Force transmissible

Dans le cas d'un frotiement non négligeable, toute tentative
de glissement, selon une direction, engendre une résistance
passive (voir chapitre 32) :

= dirigée dans le plan tangent (A, X ,y) aux surfaces en
contact ;

m s'opposant au glissement ou a la tentative de glissement
dans le plan ( A, X,y ).

11 est judicieux d’erienter le repére local de fagon a ce
qu'un deuxidme axe désigne la tendance au mouvement

(exemple: A ¥ )-

12 102 Moments transmissibles

m La petite surface de conlact contrarie les rotations autour
des deux axes de son plan. Toute tentative de rofation autour de
I'un de ces axes se traduit par un moment de résistance au
roulement (chapitre 35).

Le moment de résistance au roulement s'oppose a toute tenta-
five de roulement. | est égal au produit de I'effort normal par
le coefficient & de résistance au roulement (exprimé en mélres).

m La petite surface de contact contrarie, par frottement, toule
tentative de pivotement autour de I'axe normal. Il en résulte un
moment de résistance au pivotement proportionnel
& 'effort normal (chapitre 33).

Le moment de résistance au pivotement s'oppose a toute tenfa-
tive de pivotement. Il est égal au produit de I'effort normal par
le coefficient 77 de résistance au pivotement (exprimé en métres).

EXEMPLE :

La boule 1 roule sans glisser sur 2 de Avers B.

On remarque que :

Yp=—Zp.tan @ avec a< ¢ ( pas de glissement).
L=6.24 (perturbation de la seule rotation créée).
* ou ponciuelle.

SURFACE DE CONTACT

74 7 4

FORCE TRANSMISSIBLE

s | Contact

3 Aoy
|- l
{A } (0 0}
iy on|=1¥ O
XK aZa 0 G55

Danscecas: Ya=~2Z,.tano
o < ¢ (angle de frottement § 34)

MOMENTS TRANSMISSIBLES

Tendance au pivotement
de 1 par rapporta 2

Tendance au roulement

de1sur2

Moments de résistance au
Pivotement Roulement
N=n.Z, M=268.2Z,

EXEMPLE (SOURIS § 3.2)

Torseur en A de I'effort
exercé par2surl:

0 8.2,
—ZA.tan(x 0
Za € lais




13 Actions mécaniques a distance

Ce sont des actions mécaniques qui agissent directement sur
le corps que I'on isole, sans aucun contact matériel.

A titre d’exemples, on peut citer ;
= [attraction terrestre (pesanteur),
m [es actions magnétiques et électromagnétiques

POIDS D'UN CORPS (PESANTEUR)

ACTIONS ELECTROMAGNETIQUES

S

Z : verticale ascendante

g : accélération
de la pesanteur

Sur chaque élément de matiére de masse m; entourant le point A;,
la pesanteur crée une force p; appelée poids élémentaire
telle que : -, = "
pi=mi.g=—-m.g.2z

Pour I'ensemble du corps, le poids se représente par Ie «torseur-poids»
qui s'exprime simplement au centre de gravité G (voir chapitre 14).

Moteur élecirique

Pl - »
G{Tp}sa{—ﬁ}awc P=M.g=-M.g.2z

Stator 1

Au cours du fonctionnement, le stator exerce sur le
rotor des actions mécaniques (A, f;) ; elles se
réduisent a un "torseur couple" :

(Cin) = {8 Eux)or

REMARQUE : Xf,=0etCyp=Z Aoy (Anf)

Electro-aimant

Pl = P : poids du corps, en newtons (N).

M - masse du corps (kg).
lG]| = g :accélkération de la pesanteur (m/s”).
Sauf indication contraire, Choisir -

® ||g|| = g~ 10 m/s* pour un salide.
(Calculs imprécis a cause des froltements incertains.)

® g~ 9,81 m/s® pour un fluide.
(Frotlemenis irés faibles.)

Atitre indicatif, g~ 9,73 m/s*® aux poles,
9,78 m/s” 4 I'équateur,
9,81 mys” & Paris.

EXEMPLES DE CALCUL :

m Solide homogéne de masse volumique p, = 7.2 kg/dm3,
de volume V=10dm3: P=p . V. g=72 x 10 X 10=720N.
m Profilé IPN 100 de masse linéique p, = 8,32 kg/m (§ 52.523),
de longueur L=8m: P=p, .L.g=832x 8 x 10 =666 N.

La force F & exercer pour décoller I'armature A des
noyaux N et N lorsque e = 0 peut étre modélisée

—

par le glisseur (OX, F ) ou le torseur { F
)

—

(x.y.2)
F(N)
s B 1 2 S=S1'|- 32(m2)
avec ||| -2ﬁn S8 B enteslas
tg=47x.1077
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14 Barycentre
Centre
de gravité

141 Barycentre

Le barycentre de n points Ay, Ay, ... A;, ... A, alfectés
respectivement des coefficients oy, o, ... ;... @, est
un point G tel que :

0. E;‘T; + a’g.bz; ts +a;.547+ an.ﬁﬁﬁ

= (m +Op.. O 'I'...‘I'an) 0G
REMARQUES :

m Sous forme symbolique, on écrit :

Za (Gt i UT‘I:) = (Em) . (E'-é
m O représente un point arbitraire, commun aux pointeurs
04 et 0G .
= On peut exploiter cette relation graphiquement ou algébri-
quement, Sur un repére.
w Pour un ensemble () continu de points, la relation scrit
symboliquement :

J Eﬁ.da:(Jﬂa). 06
(E)

|4u2 Centre de gravité

Le barycentre de n points affectés de coefficients proportionnels
aUx Masses associées a ces points, se désigne par «un centre de
gravité» des n points.

REMARQUES :

= Pour une structure (S) continue, constituée de points Paux-
quels on assccie des masses élémentaires dm, le centre de
gravité G se déduit d'un point 0 connu, & partir de la refation :

IEP,.dm=M.0_§ oll M=I dm
(8}

w Pour une structure (S) discréte (constituée de blocs sépa-
1s), on considére les masses m; associées aux divers points
A; ¢t 'on détermine le centre de gravité de I'ensemble a partir
de a relation ;

BARYCENTRE DE TROIS POINTS

Données
AP |
e - A1)
I - [
i | [
| ===y AstD)
I | O A R S| X
ol 1
Relation
(1) .0A1+62) .0Az4(-1) .0A3=(1-2-1 .08
Soit :
0A1-20A:- 0As=-206
Censtruction
E Pnﬂer(ﬂa]=fﬁ:;(ab]=-2ﬁﬁ;;
(be) =~ OA;
= Connaissant (Ot) =- Z_Otf, on déduit G
Ay a
+3,5
L1
N & o
-25 0
D
C
Calcul

E(m,—.fﬁ:) =M.06 o M= Z m;

Les points A; correspondent aux centres de gravité de chaque
bloc de la structure.

On reléve les coordonnées des points :

() -2(3)-6) - -252)

D'oll _
x,g=4+ﬁ 51'—2,5["“1
-2
et~ M- a5mm
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14a3 CENTRE DE GRAVITE G DES SOLIDES HOMOGENES USUELS
Barre rectiligne & section constante Plague triangulaire d’épaisseur conslante | Plague en parallélogramme d’épaisseur constante
G
i X
e J B
- £ 2l ! AG =2/3.Al
= = C BG=2/3.8BJ
G : équidistant des extrémités G : point de concours des médianes |3 : point d& concours des diagonaies
: Pl'éque homogéne d'épaisseur constante
_’ _B | . e H [ B h 2a+b
1 - A AB = b — =—
/)g,.- ._p DC - a 3 a+b
&4 ,‘3;{-3 = Al = IB
N s cy bi=JC
METHODE 1 : Par deux triangles ABD et CBD METHODE 2 : Porter d'un coté AE=CD, de ' autre CF =AB;
decdg. GyetG, joindre EF puis les milieux | et J de AB et CD
Plaque en guadrilatére Plaque en polygone régulier Plaque en secteur
d*épaisseur constante d'épaisseur constante d'épaisseur constante
: - 3 S .0
Milieux des & : cenire du polygone
diagonales I, J . . ]
Cas particulier : plague circulaire o !
KXC
Porter CK=AM,BL=DM :G=KInLJ o, en rad
Plague en secteur de disque Plague en portion de couronne Plague en découpe parabolique
d'épaisseur conslante d'épaisseur constante d'épaisseur constante
= 120 r.sin‘o 120 sina R’ -r®| A =S i
o~ 7.0~ 90 S0 a R’ -r? \ &
} 8 L] .LJ O
| A AM /
L\l/ / B = C -0 —»
5 3 -3 -3
o, en rad o, en rad Al = 57 Ab= 5 © HG_Sb
Plague en découpe elliptigue ABC Onglet cylindrique
d'épaisseur constante
A OH=3 -n-r
~ !_ ! 16
B N, Y C
/ If... J_ 3 X HG = —-m-h
O ¢ N .
C'est le méme centre de gravité
gue le segment de disque AlJ o, enrad r
Pyramide et cine Calotie sphérique pleine Secteur sphérigue
) _cii
q l by l: o, en rad
O
1+cosaf 3 _ 3
g =centre de gravité delabase | OC =7 3= =4 (24_905,3,; OG=gr(1+cosa)=g(2r-h)
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14 w4 Détermination
du centre de gravité

1441 Considérations générales

Si le solide (S) peut se partager en n solides notés (S;),
géométriguement simples, de masses m; et de centre
de gravité A; connus, le centre de gravité G de (S) se détermine
a partir de la relation :

—

27::-1 (m i -'.ﬁ;)=()3?=1 m i)- 0G

EXEMPLE :

—_— —_— R o -
mi.0A 1+ Mo.0Ag—ma. OAs=(mi+ma—ma}. 0G

REMARQUES :
m On peut utiliser des coefficients proportionnels aux poids :

—

E?ﬂ (ﬂi- ﬂﬂ: )=(£:‘T=1 Pi) . 0G

= Pour un solide homogene, les coefficients sont proportion-
nels aux volumes :

E:'-'I (UJ- OA_:)=(£::=1 U‘) . O_é

m Si de plus, I'épaisseur est constante, on peut utiliser les
surfaces :

——

i (s;. Oi:)=(£?=1 3:‘) . 06

m Side plus, lasection est constante, on peut utiliser des coef-
ficients proportionnels aux longueurs :

—

z?-‘l(ff-a;)=(£?-l /:) . 0G

La recherche du centre de gravité se trouve facilitée dans de
nombreux cas :

Quand un solide (S) homogene présente :

m un plan de symétrie, ou
= un axe de syméirie, ou
m un centre de symétrie,

alors, son centre de gravité G se situe, respectivement :

m dans le plan de symétrie, ou
m sur I'axe de symétrie, ou
m sur le centre de syméirie.

METHOCZ GENERALE (AUCUNE SYMETRIE)
Centre de gravité de (S4)

Centre de gravité
de (S2)
Centre de gravité
de (S
Y s e
Trou

m,.574:+m2.0A2—m3.0A3=(m1+m2—m3).0_63
P1 - OA; + p; -O0Az-p3 . OA3=(p; + P2~ pP3). OG
U4 .OA1+UZ -OAQ—Ug .OA3={U1 +92_U3).OG

ENSEMBLE D'EPAISSEUR CONSTANTE

.;‘/4 _ Centre de gravité de (S)
! Centre de gravité de (S»)
L' Aqt _.:’/ Centre de gravité
£ o ¥ de (S3)
s p faly s
o) oy Trou

84 gﬁ? +32.OA2—33.OA3=(S1+32—33).0_G'

G se situe dans le plan de symétrie

ENSEMBLE DE SECTION CONSTANTE
Section coltl':__stante

e

LNy K Aq
¥ »

Ao
A b

£y .0Ay +£.0A,=(l,+ £,).0G
G se situe dans le plan de symétrie

O

SYMETRIES DIVERSES A EXAMINER

.

[ _
= -

Centre de / 5

symétrie

Plans de symétrie




14a42 Calcul direct

L'ensemble de I'exemple ci-contre est constitué par :

m Un socle parallépipedique 120 x 120 x 50 de masse
my = 20 kg avanl percage ;

= un cube de 50 de coté, de masse m, =10kg ;

m un trou a retiré 7,85 kg au socle.

Partant de I relation vectorielle, on exprime chaque bi-point
per ses coordonnées dans le repere (O, %, ¥, Z) que I'on choi-
sit. On obtient (présentation pratique) -

20 X(EU)+ 10% (25) ?85)((80) 22, 15( XG)

Lg

On obtient :
XG_zn X 60 + 1[]2>2< ?: 7.85% 60 _ 758mm
l,6;20><60+11]2>2<‘12§ 785x80 _ 371
26:20 X 25 + 10;;11?2 ?BSXE - 476mm

14243 Méthode graphique
Voir ci-contre.

14s 44 Méthode informatique

Des logiciels specifiques déterminent directement la position des
centres de gravité : «20» pour les solides homogénes d'épais-
seur constante et «30» pour les autres.

Exemple
Cube Socle plein AZ
10 k 20 k ]
(10 kag) ‘50‘( a)
alx 333
ST 2
Dlu I_ a—*(. ?ﬁ
“y / | o : -
%“ m‘ // 0o | | | .y
v & P " e
/ 40 ’\q’ 8y %] % |&3
~ 1200 % | |
i [ ]
% Ll
Evidement (~7,83 kg) ¥x

Relation vectorielle

m1. 041+ ma.0ha—m3. 0h3=(mi +mz—ms). 0G
Soit -
20.041+10. 0Az-1,85. 0Az=2215. 06

Tracé (méﬂmde graphigue)

14245 PROGRAMMATION DU CALCUL

Commentaires Commandes en BASIC
Nombre Nde centres de gravité. | 10INPUT N
Dimensions des iableaux. 20 DIM X(N), Y(N), Z{N), C(N)
Entrée des coordonnées de 30FORI=1TON
chaque centre de gravité a 40 INPUT X (1)
I'aide d'une boucle et coetii- 50 INPUT ¥ (1)
cient £ associe, 60 INPUT Z (f)
70 INPUT € (1)

Calcul du premier membre de BONX=NX+C{I)* X(I)

la relation du barycentre QONY=NY+C(I)* Y(I)
(NX, NY, NZ) et de la somme 100 NZ=NZ+ C(1)* Z (1)
C des coefficients. 1Moc=C+C(f)
Fin de la n*™ boucle. 120 NEXT /
Calcul des coordonnées de 6. | 130 X=NX/C; Y= NV/C;
Z=NZ/C
140 PRINT «Coordonnées :

Sortie des résuliats.
“Xa® X Y=";¥;"2="1

m Choix d'une échelle :
2.0A1+1.0A2-0,78.0A3=221.0G

m On porte successivement :

{01)**:2-.:?{ - (12)=1. 0?3_ (23)=—08. 0?3'
(O01) =2.0a1 : (12)=1.0az : (23)=—08. Oaz

m Ontrace la somme vectorielle sur chaque projection :
(01)+(12)+(23)=(03)=221.(0g)
(01)+(1'2)+(2'3)=(0'3)=221.(0g')

m En divisant (Og ) et (g’ ) par 2,21, on détermine g et g,
projections de G.

50 mm
Echelle :

Résultats

Xg = 0g .x ~ 76 mm
Yo = Og y=H37mm
ZG=Og Z ~ 48 mm

* Présentation pratique (§ 72.5) **Voir bi-points (§ 71.1)
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15 Solides déformables

lis sont définis au § 1.2.

On les utilise, en général, dans leur domaine élastique : Ia contrain-
te ne dépasse pas alors la limite d'élasticité et les efforts restent
sensiblement proportionnels aux déformations.

15 = 1 Poutre a section constante
Les torseurs se déduisent des expressions données dans les formu-
laires (chapitre 53).

METHODE :

| Fleche |-»= Eftorts |—»=| Torseur transmissible |

EXEMPLE :

Charge concentrée au milieu d'une poutre en appui simple en A,
encastrée en B.

Les torseurs aux appuis s'écrivent :

g 0 . 0
Aan)={Aon 0)- {(ﬁnﬁlllri[ 0 }
a0 0

] 0 0 .
B{Ban}=3{83n -"{.93;1]={(11f{|]5)!“:|| “(3185)”Fﬂf}

15a2

POUTRES A SECTION PLANE OU VARIABLE, EN FLEXION PLANE

=& = BTF =1 =3 IE N o |l - Fii-
A : — —_ —‘-—Ir)( - B X I L X
L | =l ga 1_2”’3 A B
1 ’% 5 ! - I -y 1 [_'.
Y'Y Arcdecercle/ flechefy | y L Y #In fleche
I L = b fleche f ; A
: Z/} - CNe Ty Fa . fus
¥ Ty B DTN OO Z
i A S - | A e
- - A 7/ - -~ - “_n plaques
= E.b.h® 6F. 7° E.b.h 6F.2% | & E.b.n® 6F./ 2
F ::F::: f anf = nF |=F= ,f a=t “F ||=F—n‘ -f Wf —
7 6,3 E.b.h° ! AL 3 n.E.b.n®
0 0 e 0 0 0 0
{Am} {A{m ﬁam}"—' -F 0 ) A{Am}ﬁ(ﬂm EAM}""—F 0 {Am} {Am o‘ﬁ'nnn} i—F 0
0-F./ A O-Fr l 0-F./

fAon) = [An Fan) = {0 o 0

Aon

Avec "ﬁﬁm" = M

AAon) = {U Haon | = {g g)

Aprés une rotation relative de 6 rad des fixations
autour de (A, Z) , le moment /# devient :

E.b.h® @ 12.4.7
= o = E::-u---—-—
12 = E.b.h®

¢ = longuevur développée . /,, g - moment quadralique selon e 3 ; aulres notations §154.
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15=4 RESSORTS DE TORSION ET TORSION-COMPRESSION (G.D. 46)
Barres de forsion Cylindriques Conigues, en volute
Detraction  De compression A section A section
circulaire rectangulaire
Fy }X®% F=0 F=0 }i@y _F=0
L = — |Feche [\ 2 "% =, |[Fleche
y . |reche| ¢ {F X F||
F L]
7 s |4
2o Y 1 1
Position quand #/ =0 @D
- 1
Position quand / # 0 2d |
Fleche 1 Al Al Al
. . f E T‘A T F & T F
Un moment # appliqué sur I'axe \ ad_ || @D_| b || @D
de la barre de torsion engendre o, L Ty e
une rotation relative « (rad) des F 4 g Gb°h?
extrémités Ke=Gdnl’) K=t i

— —— G- 3 ; e e T
A[A?n' "A{ Ain ﬂ"f'ﬂﬁ} = {g g} A.{Aiﬂi”ﬂl Ain "#Aiﬁ]‘
A

-.m#ﬂa.{f;—.:., avec F=f.G.d*8.n.D% wae E=toft

]

F.0 SN L. 00
{0’ 0}' AIA—W'} “—;{A?n Hain ; F-{B‘ﬁ 0}
oo " JFo

NOTATIONS :

G - module d'élasticité transversal (de Coulomb), en MPa.
a : téformation angulaire, en rad.

# - longueur du ressort, en mm.

I, - moment quadratique polaire de la section, en mm”.

f :fleche, en mm.

d - diamétre du fil, en mm.

D : diamgtre d'enroulement, en mm.
nn : nombre de spires utiles.

15 5 Courroies plates

L'entrainement n'est possible qu'a partir d'une tension de
pose Tg.

En fonctionnement, le brin tendu supporte un effort de traction T
et le brin mou, un autre effort de traction £ tels que :

T+t=2Ty T=tere p:facteur d'adhérence
a: arc d'enroulement
exprimé en rad

Il en résulte un couple moteur C,, et résistant C, :

Cp=(T-1).r C,=(T-1.R

COURROIES PLATES
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16 Action d'un
fluide statique

Les particules d'un fluide se comportent comme une multitude
de petites spheres entrant en contact avec la paroi.

L'action d'une particule de fluide immobile, Sur une paroi est
toujours modélisable par des pointeurs (M A ?) perpendicu-
laires & cette paroi -

Force élémentaire due d la pression

Af=p A8mpud 8.0

Particule @ vitesse nu@

Liquide
au repos

 —

:J'—I"

M
v
Y
A‘f,= E-r ﬂS
\ Force de pression
perpendiculaire a la paroi

p : pression au point considéré, (Pa ou N/ms).
7i - normale unitaire vers la matiere.

16 m 1 Fluide libre sur paroi
verticale haute

La poussée effective d'un fluide dont la surface est a la méme
pression que I'extérieur de la paroi (pression ambiante Py ) est
modélisable par :

® une répartition triangulaire des efiorts ;

B un torseur : {efforts effectifs sur paroi} = {f }
110K

. S, 25)
am F-‘Epr.g.f.”!z-ry

D},::—.fl.x

4 _ dS=r.dx(m)
o , 7S
‘-_ Cay - T // —'—l
= 7}?/ 7 // i
}{ 5 = // I
=" . 7
A
) sy
B - [P
| Jr/ VA A S : ,/X (PI'ESSiOI"I ambiante)
L Répartition triangulaire
;;_.. des forces sur la paroi
X :

! s'appelle centre de poussée.

EXEMPLE :
Déterminer la poussée exercée par de I'eau sur la paroi verticale
d'une cuve & ciel ouvert.

Largeur de la paroi #=6m ; hauteur d'eau h=9 m.
La résultante 1, ) est définie par :
Ol= X . % avec X, = g X 9=6m

On calcule ensuite || 71| ; pv=10"kg/m?®; g=9.81m/s?
/=6m et h=9m:|[Fl =238 x 10°N = 2,38 MN.

L'action de I'eau est donc modélisable par le torseur :

0 0
238108 0O

/ 0 0 %72

it
)
/e 1
/P I N
d |
; |
o
j |
& s = h?
- 3 e L
g ,, F=p.g./ - y
i A -
e
i Centre de poussée
¥x




16w2 Fluide sous pression
sur paroi verticale haute

La poussée effective d'un fluide, soumis sur sa surface libre
3 une pression supérieure & celle qui agit sur 'extérieur de
l'enceinte, exerce sur la paroi verticale de cefte enceinte, des
aclions mécaniques modélisables par :

m une répartition trapézoidale ;
= un torseur i FO
avec:

F= /. h.(Dams + p.g. hi2) V:0i= 3pam +2p-9.0 | 2

6Pamn+3 p-0.h

APPLICATION :

Soit 2 déterminer la poussée exercée par ['eau sur une paroi de
cuve close.

Sur la surface de I'eau, un gaz comprimé exerce une pression
Py = 9 bar.

Calculer la poussée de ['eau sur la paroi et définir la position du
centre de poussée /.

SOLLTION :

Il suffit d'effectuer I'application numérique avec :
F=6m:h=9m; Pyy=5% 10°Pa; p=10° kym®
g=981m/s?

Il vient :

F=F.7=294 x10°N=294MN ; O/=0l.X=462m;

Soit le torseur en /:

0 0)
{Fouspun = {294 %107 0

1o of

16m3 Fluide sur paroiverticale
de faible hauteur

Pour une paroi verticale inférieure & 5 m, on ne commet pas
derreur importante (< 5 % pour 'eau ou I'huile) en admettant
que le fluide exerce des efforts modélisables par -

| une répartition uniforme ;

B un torseur r{;— 3} oll

Sreprésente la surface mouillée et £, sa hauteur.

PAROI VERTICALE HAUTE

;Ipamb 0

R
—
—

;

Pam

t~ | Repartition
trapézoidale
Centre de poussée

F =/h (Pamp +Pgh/2)y

—

1

Y RFEi

!f.‘f‘l!f!f!f

LS

T LI

OF = Pap - dS . ¥

Répartition
uniforme

= pression
uniforme

©z

Centre de poussée
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164 Poussée sur une surface
quelconque

La force F, engendrée dans une direction donnée par une pression
p agissant sur une surface, est égale au produit de catte pression
par la valeur de la surface projetée sur un plan perpendiculaire a
cette direction.

F=p.S avec p(MPa)
S (mm?)
F(N)

EXEMPLE 1: Poussée sur une tige de vérin
m Donnes: @ d =50 mm; p = 5bars = 0,5 N/mm?.

= Calculs:
Force axiale sur le piston liéa latige: F=p.S.
Avec p=05N/mm?, §= zx 252 mm?, on calcule :

F=982N.

Le torseur associé a cette poussée S'écrit :

+982 0
0 0
(X.y.2)

0 0

A Fingerige | =

/

EXEMPLE 2 : Poussée sur un piston oblique

m Données : Formes du piston et valeurs des surfaces projetées
sur les plans perpendiculaires aux axes (0, x ) et (0, 7).

m Probleme : Calculer la résultante des efforts exercés par le
gaz sur le piston sachant que la pression effective vaut :

p=061MPa.
m Solution :
La force exercée par le gaz sur le piston vaut :
Selon (0, X ) :

Xe=p.S, avec p=61Nmm?
S, =486 % 102 mm? .
Donc Xp=2965N (soit Xg= 297 kN ).

selon (0,2)
Zg=p.S, avec p==61Nmm?
S, =503 mm?.
Donc Zy= 3068 N (soit Z5~ 3,07kN).

POUSSEE SUR UNE TIGE DE VERIN

|Huiie_ (ou air) |

/ Y Y JL S S S '}
/ o 3 b
~ = ]—_g R > B
SRS | .
e
// LY " S oy o -5 Y A}
A
Fond Cylindre Piston
_.. Axe de symétrie
y X
:L +== ©Z
Surface réelle Surface projetée
A e
ac =
N -
Q X
i o
© o /
Q
Y
POUSSEE SUR UN PISTON
Axe du cylindre |
! (4) Cylindre
(transparent)
. Gaz (pression p)
Surface S
/- - Piston

s
e 7
y

O -
Surface projetée S, = 486 mm?
Surface projetée S, = 503 mm?




17 Action
de la pression
ambiante

La pression ambiante, P, . engendre des efforts sur toutes
les surfaces de corps qu'elle baigne.

On peut les représenter par des forces uniformément réparties,
perpendiculaires  ces surfaces. Deux cas se présentent :

La pression ambiante
‘agit tout autour du corps

La pression ambiante n’agit
pas fout autour du corps

Le torseur représentant
I'effort résultant est nul : il
n"est pas indispensable de
recenser ces forces.
EXEMPLE :

m Solides en contact par
des surfaces rugueuses :
Iair passe entre les deux
solides (§ 6.4).

m Solides reposant sur un
fluide (§ 64.5).

Le torseur représentant I'ef-
fort résultant n'est pas nul :
il faut tenir compte de cette
pression ambiante.

EXEMPLE :

m Solides en contact par
des surfaces «miroir» entre
lesquelles on a chassé toute
trace d'air (cales-étalon).
m Clapets, pistons et autres
dispositifs hydrauliques.

EXEMPLE 1 - cales-étalon

Apres avair chassé I'air d'entre fes deux surfaces miroirs en
contact, la pression atmosphérique n'agit plus que sur la face
extérieure. Pour séparer les deux pieoes par arrachement, il faut

exercer un effort F:

F>F

EXEMPLE 2: tube dentifrice

Phase 1 : en réduisant le volume par déformation de |'embout,

la pate dentifrice ne peut que sortir.

Phase 2 : en relachant 'embout, celui~ci reprend sa forme ini-

tiale, augmentant le volume interne, ce qui crée une depression.
La pression atmosphérique qui engendre sur le piston une force
F'déplace alors celui-ci vers le haut du fube tandis que la pate,
trop visqueuse, se comporte comme un bouchon.

REMAROUE :

Lors d'un isolement de corps (chapitre 20), il est prudent
de réfléchir aux effets de la pression ambiante dés que I'on
recense les actions de contact. Les résultats du chapitre 16
s'appliquent intégralement.

CORPS ENTOURE PAR LA PRESSION AMBIANTE
S,

F_ IS

Hf

k
h

|2
L]

F1=Pﬁ.ﬂ'lb's1 S F'1X=Pm.5‘1.COSa=F1

Fo=Pus:8y ; Fiy=Paw-S"+8ina =F; 1=>{p)

CALES - ETALON

Cale-étalon 40 X 10 X 5

=7 e
A B (action du marbre)
R T s
L ,'*‘-“ﬁ ,':,*“'J Surface S
Y Fp (action de P,y)

f:':+f-;;=0
";;”“Pam-s

SiPamb=Patm= 0,1 N/mm2 et 3=4C"121!|E,;ﬂ=40N

N.B : Poids négligeable :
P=10x72x04%01x005=0144N

TUBE DE PATE DENTIFRICE

Embout déformable

=1,013 x10° Pa

~ 0,1 N/mm?

Piston anti-recul

-

~ 125N

F =01 xzx20°
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18 Action

d'un fluide
en mouvement

18s1 Fluide parfait

Ce cas concerne les liquides non visqueux et les gaz.
Le frotlement des molécules entre elles et sur les parois peut étre
négligé : identique a un fluide statique.

Un fluide parfait, en mouvement contre une paroi,
exerce des actions mécanigues élémentaires modéli-
sables par des pointeurs perpendiculaires a cetie paroi.

1882 Fluide visqueux

Chaque particule exerce sur la paroi une action tangentielle pro-
portionnelle & la viscosité, la valeur de la surface de contact,
la vitesse (voir § 65.2) et comparable a celle diie aux frottements
entre solides.

Ce frottement s'accompagne donc d'une perte d'énergie
(voir chapitre 67 - pertes de charges).

REMARQUE :

Le facteur de frottement entre particules de fluides et avec
les parais, est toujours nettement inférieur & celui des solides

entre eux.

Un fluide visqueux, en mouvement conire une paroi,
exerce contre celle-ci des actions mécanigues
élémentaires modélisables par des poinieurs non

perpendiculaires 3 cette paroi.

183 Trainée
C'est la résultante R de I'effort exercé par le fluide sur le corps,
en mouvements refatis :

R=0,5.Cy.p.S. V2

R :trainée (N) ; C, : facteur de trainée ;
p - masse volumique du fluide (kg/m?) ;
S  maitre couple du corps (m?) ; V : vitesse relative (m/s).
EXEMPLE :
Un véhicule (C, = 0.3 ; S=2.4 m?) se déplagant dans I'air
(p=1.22 kg/m*) a90 ke h subit

R=05 % 03 X 1,22 X 24 X (%)2 274N

FLUIDE ~ARFAIT EN MOUVEMENT

‘!/////f//.ﬂ’///fi'//.f'//\

| e

b s il ey R e RT3

o——>» Vitesse des
O——— particules

Al P T AT AT

T
Y Af:Forcede pression

L t ?_' perpendiculaire a la paroi

0—-:-0-:--4—0\

I

\D oﬂ‘\\ Vapeur d'eau :

g > vitesse des

| ’&/——" particules

41_::? R e o désordonnée
A

Efforts perpendiculaires aux parois
et & la surface libre du liquide (eau)

FLUIDE VISQUEUX EN MOUVEMENT

o T N AT AN A T S AT o R A S I Y

e Vitesse des

particules
A i i ol

Gl
P AR R R i I T T A

AN aANY AT _

AfF = AT + AN
AT n'est plus perpendi-
E culaire a la paroi

Maitre-couple S (m2)

Vv IV V. V. WV =
s V-l R —h—@i = ""'.R
— s —an':a-» —- | == | == >a
= —ee s — -

1,5 0,35 1,4 1,05 0,8




19 Notions
de théorie
des mécanismes

19a1 Définitions

= Mécanisme

C'est un assemblage d'éléments capables de transformer I'€ner-
gie mécanique (exemples : systémes bielle-manivelle, vis-
écrou, réducteur, etc.). Un mécanisme possede au moins une
entrée ol 'on applique I'action molrice, et, au moins, une sortie
réceptrice.

m Loi entrée-sortie

|| s'agit d'une relation entre les variables (ou parametres) d'enirée
et de sortie.

= Graphe fonctionnel ou graphe de structure

Il représente schématiquement le mécanisme.

Chaque sous-ensemble de solides «sans mouvement relatif>

apparait sous un seul repére (voir chapitre 20).
Le trait continu qui les relie, représente une liaison.

Le graphe de structure permet de distinguer les boucles
de la chaine cinématigue (§ 5.33).

= Mobilités utiles

Elles justifient le mécanisme. Par exemple, dans une automo-
bile, la translation du piston entraine a rotation de la roue apres
embrayage ; e déplacement du levier de vitesse engendre celui
d'un baladeur situé dans la boite de vitesse ; 1a rotation du volant
permet d'orienter es roues, eic.

Posons 1, le nombre des mobilites utiles.

m Mobilités internes

Elles n'interviennent pas dans le fonctionnement du mécanisme.
Par exemple, 1'axe du piston le reliant 12 biefle peut tourner sur
lui-méme, tout comme une barre de direction articulée entre
deux rotules ou le pommeau des leviers de vilesses sur son
levier, ...

Posons m; le nombre de mobilités internes.

m Isostatisme et hyperstatisme

Lorsqu'on peut déterminer les aclions mécaniques a Iaide
des seules équations de la statique, on dit que le systeme est
isostatique ; sinon on le it hyperstatique.
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MODELISATION D'UN REDUCTEUR

Carter 0

#  Pignon 1 |

-

7 %o
Arbre d'entrée Paramétre d'entrée : 64
Parameétre de sortie : 85
Arbre de sortie _ . 3 B
. 0, R

CROQUIS D'UN SYSTEME DE DIRECTION

Barre d'accouplement Volant

Essieu avant

Barre de direction

Bielle pendante

Boitier de direction

Colonne de direction
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19 - 2 MOdeleS IlOI'H]Ell.lSBS MODELISATIONS SELON LES HYPOTHESES
des hhaisons

Pour chaque ligison modélisée (chapitres 42 12) :
m on considere les mouvements possibles (torseur

/ 772277 T2

cinématique) - Tl — XN T A
n,: nombre d'inconnues cinématiques | Pour une liaison < N X
e :nombre de degrés de liberté n.=¢€ % />f/77\/// = 4
m on considére les actions mécaniques transmissibles (torseur Fovleaux embarreurs SNR
des efforts transmissibles) : i
MODELISATION GLOBALE

ng: nombre d'inconnues statiques Pour une liaison i
L] A 12
de liaisons N+ ng=6 ﬂ A X’r_—-:\ @ @

| |
ER  S—m—

REMARQUES : e ’ Ly, : liaison pivqt _
m Lamodélisation suppose que les jeux, frottements, masses et ) @) N = g = 1 (rotation /(A, x )
déformations restent négligeables. i m fls = o 0

m Les efforts dynamiques doivent pouvoir étre négligés. { -41;2} _ ‘Yi MA} {ﬂm ® { b }

m Une liaison réelle peut recevoir plusieurs modélisations. 7o N 00

m,—=0 mu=1
|[hn=1+0+5-6x(2-1)=0]

193 Degré d'hyperstatisme

Pour un mécanisme comprenant avec le bati nsous-ensembles,

I'isolement de chacun, excepté le bati, conduit & 6 (7~1)  MODELISATION 1
équations.

. & Ly
L'ensemble des mobilités procure m,, relations indépendantes et 4 K A A @ @
m; relations non significatives (du genre 0 = 0). [ 1 :I_
A
(2

b

m  Pour un mécanisme isostatique : 6 (7—1) —m,—m;= 2 ng

m  Pour un mécanisme hyperstatique: 6(n—1)—m,—m;=Zns—h (1)
h représente le degré d'hyperstatisme : Les deux roulements contrarient la libre déformation
de I'arbre (1).
h=my+m;+Zns—6(n-1) L, : pivot (g = 5) L, : pivot glissant (0, = 4)

A5 < . . . h=1+(5+4)-6 x{2-1)=4
19=4 Etude cinématique | — |

il Dans deux plans perpendiculaires se coupant selon
Pour chaque boucle fermée indépendante du graphe de Structure, Ay Ay, il faut vérifier :

on peut écrire une refation cinématique telle Ve ;1; = O . * |e parallélisme des axes de roulements,
. o i " e leur alignement (coaxialité).

Cela procure 6 relations algébriques, dans I'espace.

Compte tenu des mobilités m, on peut écrire : MODELISATION 2

m pour un mécanisme isostatique 1, -6=m
m pour un mécanisme hyperstatique : n,—6=m-h

| h=m-=- n; + 6 (boucle par boucle)

1925 Nombre cyclomatique y h T@

Il indigue le nombre de boucles fermées indépendantes dans ~ Les deux roulements tolerent la libre déformation
/ liaisons - y=F-n+1 de I'arbre (1). On obtient h = 0.
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EXEMPLE D'APPLICATION

19261

PLAN D'ENSEMBLE D'UNE SCIE SAUTEUSE

19265 SCHEMA N°2

S
@)
e
o ~.\
_ AN
L

i ~ |
'a‘:—.f:"A /h‘
e |

19.()2

SCHEMA CINEMATIQUE MINIMAL (SCHEMA N° 1)

(1)={1,2,9,15,16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26}

(3)=1{3,4.5,11,12}
(6) = {6}
(7)=1{7,8, 10,13, 14}

D'oli le graphe de structure :

Y=¢-n+1=5-4+1=2

M ® & 0

vy E

D

5|

T| da

19263 ANALYSE 1 DES LIAISONS

192 64 ANALYSE 2 DES LIAISONS

(Schéman® 1)

Aq.5 - pivot glissant (1= 4)

Bz pivot glissant (ng=4)

(3.5 : pivot glissant (1= 4)

Dx 7 : appui-plan (n=3)

Eg 7 appui-plan {ng=3)

m,=1(position de 7 selon celle de 1)

m; =1 (translation de 6/3)
h=1+14(4+4+443+3+41)-6(4-1)=2

(Schéman® 2)

A3 pivot glissant (ng=4)

By7 : pivot glissant (ns=4)

C3.5 sphere-cylindre (ng=2)

D5 ; - linéaire rectiligne (n=2)

Eg.7 - appui-plan (ng=3)
m,=1(position de 7 selon celle de 1)
m; =2 (translation et pivotement de 6/3)

h=1+2+(4+4+2+2+3)-6(4-1)=0

m®e @0
y E DD

e

B | |
- 77777

>

f

)

Il résulte de I'analyse 2
Vérifions I'isostatisme sur
chaque boucle fermée :

= Boucle fermée ne 1

Pour Ayg @ n.=2
Byz : n.=2
Cg 6 - M= 4
Eﬁ_}' - M= 3
Dq7  supprimée
Mobilités : m=5.

(une rotation et une translation
de 1 et de 6 ; une translation
de7)
h=5-(2+2+4+3)+6=0

m Boucle fermeée ne 2

Pour A3 : n.=2

B]_? . ﬂ£= 2

D3_;r - ﬂc=4
Mobilités : m=2.
(une rotation et une transiation

de )
h=2-(2+2+4)+6=0

MODELISATION ISOSTATIQUE
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Hypothéses

19a7 MODELISATION DE MONTAGES TPES DE ROULEMENTS
Nature du Angle de — ' Modélisation proposée en
roulement rotulage NiDTAe (R 0 e fonction des hypothéses
m Aune rangée de Exemple de montage Graphe des liaisons
billes a contact radial - -
Deux roulements & une rangée de billes Ao
O max a contact radial
s (1~ 2
e | 2 & (@) @
‘x!
J(/ : : :1 x\ B,_, : liaison rotule (efforts
Définition du rotutage e de la droite vers la gauche
= . Z{, _— =N seulement).
] ! A, : liaison sphére-

i = A B, cylindre.

@ ' Schéma cinématique

= " CHETETD. | Yy (2
—1y X B —
i(pdd—tf| LA BESY | ] .

@z o f 2 v 3 X|
¥ | +—
Jeu=043506 “—\r/

Les liaisons en paraliéle

Ll

aucun positionnement axial de 2/1.
m Sonangle de rotulage est inférieur a I'angle max de rotulage :

o rmax = 2' ﬁ 6.-

Le rotulage ul-un .“’“'!"“'“'!‘ est | = Contact axial sur le roulement de droite. . A, et By , réalisent une
la capacité d'oscillation d'une | w Angle de rotulage de chaque roulement inférieur & Iangle de | jiajson pivot 1-2
bague par rappori a |'autre rolulage maximal admissible. isostatique”
autour d'un axe perpendiculaire : - : —~ o _
4 I'axe de rotation (A, x ) du Exemple de montage Graphe des liaisons
roulement, sans transmettre de . i =
s : Un roulement & deux rangées de billes et Aip
moment a I'arbre. $i o> 0y may p S W
un moment #, apparail. On dit un roulement a rouleaux cylindriques
aussi « déversement » d'un @ @
roulement.
_ 5 B2
Nature du Angle de %‘4 e > ;
lement rotulage | R Ay 1 ligison pivot.
rou Qe o — P :
m Adouble rangée Es‘,_'2 : liaison sphére-
de billes s A N = cylindre.
o :I 1) i Schéma cinématique
4 :
E ; E i] o - > 4
i - :E?l Y B LT Ay E},
(=]
% — == J: A I 1] E ;
- l—
(2] U 1 T
m Arouleaux Hypothéses
cylindrigues - : — A
m Le roulement & double rangée de billes de gauche réalise le (1)
& positionnement axial de I'arbre 2 par rapport au carler 1. s
¢, maxy | (Rotulagenul.) o
=2'a6' | ®m Le roulement 2 rouleaux cylindrigues de droite ne réalise Les liaisons en paraliele

Ay, et By, réalisent une
liaison pivot 1-2
hyperstatique™.

* Voir définition de ce ferme § 19.1.

**(1) et {2) sont deux classes d'équivalence.
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g

LI

m L'angle de rotulage des deux roulements est inférieur a2
(valeur maximale du rotulage) : roulements rapprochés, bien
alignés.

®m La hutée a rouleaux assure le positionnement axial de la
droile vers la gauche. L'angle de rolulage est nul.

Nature du Angle de Modelisation proposée en
roulement rotulage Meriage de foulemanis fonction des hypothéses
. Exemple de montage* Graphe des liaisons
m Adeux rangéesde
hilles (ou rouleaux) a Une butée 2 rotule et un roulement a deux rangées Ay
rotule Abilles | de rouleaux & rotule
“ 5 @) @
o et |
owon| (O HTBND
” R A4 : liaison rotule (efforts
3 Ormax i de 1/2 de haut en bas
f g =1a25 2 I seulement)
B, 5 : liaison sphere-
;f cylindre.
(1) | —
Schéma cinématique
m Butée a rotule
sur rouleatx i
l 1
A
Crmax Hypothéses
~ 2538 )
® La bitée & rotule assure un centrage de I'arbre 2 par rappori —
au palier 1 et un positionnement axial de 2/1.
® Le roulement a rotule assure un centrage de 2/1 et nassure
pas de positionnement axial.
m L'angle de rotulage est inférieur a 1,5°.
Exemple de montage™
® Butée a billes
(ou 2 aiguilles) Deux roulements 4 rouleaux et une butée a simple effet a
rouleaux cylindriques
U S————
A B C
! Oy max Cia
i A, : liaison rotule (efforts
- = de 2/1 vers la droite
i .5 a == = seulement)
= / B, : appui-plan (efforts
- de 2/1 vers la gauche)
_j[_ | | = C,.5 : spheére-cylindre
Schéma cinématigue
= Roulement & 2 1) e
rouleaux cylindrigues @ (
Hypolhéses
o m Les roulements a rouleaux cylindriques assurent un centrage de
A 2:':';, 1/ 2. Celui de droite, en £, n'assure pas de positionnement axial.

La liaison 1-2 est hyper-
statique d'oli nécessité de
réglages et de tolérances
semrées de concentricité des
roulements et de perpendi-
cularité arbre-butée a rouleaux

*Daprés SKF.
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20 Isolement
d'un systéme

L'isolement d'un systéme consiste 4 :
m considérer une partie d'un mécanisme ou d'un objet,
m recenser toutes les actions mécaniques qui lui sont appliquées.

REMARQUES :
w Lisolement d'un systeme est une opération indispensable en
mécanique ; il intervient en statique, résistance des matériaux,
mécaniques des fluides, thermodynamique. ..

= Le graphe des liaisons apporte une aide précieuse.

EXEMPLE 1:
Soit & isoler I'ensemble (6) du montage § 5.3.

HYPOTHESES :

w Etude plane dans (4, %, 7).

= L'opérateur exerce un effort £ normal au levier, dintensité
100 N et le levier affleure la butée.

m Poids négligeable et pression ambiante tout autour.

w Frotiement de facteur w entre (6) et (1) seuls.

ANALYSE :
Le graphe de structure montre que la piece (6) est en liaison avec
(9) et (1), outre 'opérateur. On obtient les résultats ci-contre.

EXEMPLE 2 :
Isoler 'ensemble (£) = {(6), (9), (11)} du montage modélisé au
§5.3.

HYPOTHESES :
m Ftude spatiale dans (A X, 7. 2).
m Autres hypothéses ci-dessus + action du ressort négligeable.

ANALYSE :

Les résultats ci-contre montrent que cette modélisation conduit
a7 inconnues, donc une de trop pour pouvoir résoudre isosta-
tiquement (voir chapitre 19).

REMARQUES :

w Sile jeu dans le pivot Ag g reste trop faible ; on ne peut 2 la
fois, observer un contact linéaire entre (6) et (1) et un double
appui ponctuel avec la piece.

Comme ce dernier est nécessaire au fonctionnement, on peut
supposer (et admettre) un contact ponctuel /4 g

m Si le jeu dans le pivot Ag qest suffisant : on conserve 7
inconnues mais I'isolement de (6) seul n'en présente plus que 5
dans |'espace : ensemble résolvable.

ISOLEMENT DE (6)

K
Opérateur 7% _ ‘@_ A
. I g

I v o Ensemble (6) 7
= e
e i (cylindre) 70 *
o3 K . 1#
VE NS

F - 5z
Opérateur/(6) { s } avec F=-100y (en N)
(0 (0 inconnue)
Xa
Agg Y, O §9.2)
Al 0 0Jiz7a (2 inconnues)
X 0
LhsiY, O avec X;=-pu.Y;
A 00 7 ) él'éqUiiibl'e strict
(1 inconnue)

Total : 3 inconnues, dsnstep!an

ISOLEMENT DE (E) = {(e), (), (11))

..-——‘— ——

he=he =~ Npg=Npg
Bsg néghgeable
B
\ N—“"
A \ PJ’ET

N +—
Ki— A Y N,
YF 7:‘_ . Bion1? Nz

Opérateur/(6) (F 6} avec F= —100;(en N)

(0 inconnue)
X L
i‘l-—E Y:; 0 avec X,=—#.Y,
00 (2 inconnues)
Xg 0
Biog{Ys O (3 inconnues)
B ‘ZB 0
00 00
Npg { Yy 0 Neg {Yn2 0
enN, {0 O enN, {0 O
(2 inconnues)

Total : 7 inconnues




21 Mouvement
d'un solide

21 w1 Position d'un solide
dans un repére
Elle est complétement déterminée par :
m La position d'un point A, origine d'un repére local
(A, X5, Vs, Z5) lié au solide ().
Il suffit alors d'exprimer le pointeur 0A par ses coordonnées
cartésiennes, fonctions du temps ¢ :

4 %) _
0A y[” soit 0A = X{”.XE +jr'm.ya + Z{”.Ea

2t

m La position du repére local par rapport au repére de référence
(0,Xg. ¥, Zg) 2 l'aide des trois angles, également fonctions
du temps (voir chap. 3.2).
m Dans le cas d'un mouvement plan sur plan (chap. 28), il
suffit de trois paramétres,

REMARQUE :
Toute étude de mouvement nécessite le choix d'un repére de
référence — ou référentiel — car la notion de mouvement est
relative.

Le passager assis dans I'avion pendant le décollage est immobile
par rapport au repére local lié 2 I'avion et en mouvement par rapport
au sol.

21 w2 Trajectoire d'un point

Il s'agit de I'ensemble des positions successives du point lors
de son mouvement dans le repere de référence.

213 Abscisse curviligne
Equation horaire

En choisissant une position particuliére Aq du point A sur sa
trajectoire et en donnant une orientation & cette trajectoire, on
définit I'abscisse curviligne du point A2 un autre instant £ -

L'ahscif.j&_ﬂ _mlnriligna s du point A est la valeur algé-
brique Ay A de I'arc de courbe parcouru par A.

Elle dépend du temps. 5= AgA = f;).

REMARQUE :
s = fi1y s'appelle « équation horaire » ou « équation du
mouvement » de A sur sa trajectoire.

POSITION D'UN SCLIDE DANS L'ESPACE
Z
g

Pointeur
position ™

6 parameétres dans l'espace :
Xy Y10y 2ty ey O Py

POSITION D'UN SOLIDE DANS LE PLAN

Yol

Pointeur
position ™

o v

3 parameétres dans le plan :
X{t), Y{f)' 9{“ tels que

0OA = Xm-_)?_'i' }fm.?
(Xg, X5) =6y

TRAJECTOIRE-ABSCISSE CURVILIGNE

Zo A

Trajectoire
orientée
e
O
Xo / Origine
sS= m = f‘n
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214

EXEMPLES DE TRAJECTOIRES PARTICULIERES

Rectiligne Circulaire Elliptique
Trajectoire de M Mobile M(x, y) | Trajectoire de M Bielle | Soleil (au foyer) oy Planéte
A l — = S o M)
i) e Son 0 “via ¥
©z N 5 /
© oy ol
O
: : Centre /*~—__~~ |X=H-.cos @ x=a.cos @
; x=f(t) y=R.sin# y=b.siné

y=a 6 =f(t) Trajectoire de M | 8 = f(f)

0] a (constante) R (constante) | a,b (constantes;

EXEMPLE : exiremité de I'aréie coupante
d'un outil 4 charioter, par rapport au
banc du tour, associé a (0,X,,Z

EXEMPLE: axe de iéle de Illelleapar rap-
port au carter (repéte o0xy.z ).
Remarque : x*+ y?= R?

EXEMPLE : planéte autour du soleil
Remarque : x%/a2+ yyb* =1

Parabolique Hyperbolique Cycloidale
y Trajectoire de M y y
o ¥ . -
# \ N / Trajectoire de M(x, y)
G{ \ . \ +b -
' M(x, y) : -a Q
\ N /
\ & / -b I S %
O ye =
x=at
y=bt2+ct+d LT o il x=a(t—sint)
a b, c,d Trajectoire | a®  b? M-io y=a(l-cost)
(constantes) de M | a, b (constantes) — a (constante)

EXEMPLE : projectile lancé dans le

EXEMPLE: lieu du poini d'infersection

EXEMPLE : point sur un cylindre qui roule

champ de pesanteur d'un cdne de révolution avec un plan sans glisser sur un plan de trace 0,x
Remarque : y®=2 pxoil p(constante) | paraliéle a son axe.
Epicycloide Hypocyclgide Développante de cercle
AY  Trajectoire ‘jf'
M(z }7)/ 7 de M |
%,
4 r‘\ Trajectoire
I ! t ] . t de M
: o X E\ X
el o) = 0 >
¥=al(n +1)cos t—cos (n+ 1) ] x=al{n 1) cost +cos (n—1) t] (C) x=a(cos t+tsint)
y=afln+1)sint-sin{p + 1) ] y=allin-1)sint-sinfa-1)t] y=alsint-tcost)
(Cercle de rayon a roulant sans (Cercle de rayon a roulant sans _ | (Droite IM roulant sans
glisser dans un cercle de rayon na) | glisser sur un cercle de rayon na) glisser sur un cercle (C))

EXEMPLE : trajectoire d'une deni d'engre-
nage épicycloidal a contact extérieur

EXEMPLE : trajectoire d'une dent d'engre-
nage épicycloidal a contact intérieur

EXEMPLE : profil d"une dent d'engrenage




21w5 Vitesse d'un point VITESSES MOYENNE ET ALGEBRIQUE
21«51 Vitesse moyenne Uy, (R0) = (O, Xo. Yor Zo)
Si, 3 l'instant t,(s), le mobile Aest en A; a l'abscisse §, si, & z7A Trajectoire de A /
linstant £, il passe en A, Iabscisse §, alors, enlre £ et iy, ° dans Ry
sa vitesse moyenne se calcule par j Az
L
O et j
Upg, = Vitesse moyenne (m/soum. s7). o) Yo
§,— 8, = variation de I'abscisse curviligne (m). 2
ink N 0
t,~t; = variation du temps (s) Xo Origine de |'abscisse
i ) il = A A
21.52 Vitesse algébrique e
(Ou lnStantanée) Uﬁ Exemple:s=5 -8 (s en métre, f en seconde).
A uninstant fquelconque : s= AoA =1(f). On pedut calculer s'(t) =10t
A un'instanl v..'o-isin t+ At le mobile A occupera une nouvelle Entret=2 of t=3S:Vmy= 87 =12 _ o5 m/s.
abscisse curviligne : § + As=F{t+ Al). 3-2
Vitesse moyenne sur cet intervalle de lemps -
g DS t(s) W2 30 -4 |8
wy = o~ = A8
trat-t At s(m) -8 | -8 | 12 37 | 12 |
Lorsque Af—0 , As— 0 et vnm—e.s’m:%% s | o | 0 | 2 | » | @ | w@
v =8y, p =1
dt VECTEUR VITESSE (en un point, dans un repére (Ro))
§'yy=0s/dt: dérivée de s, par rapport at
21s 53 Vecteur vitesse VA [cRg T(';aie?mlre_f’e A Cane
= (R
A l'instant ¢ le mobile est en A, défini par 0A . (0. Xo. Yor Zo) = (Ho) \
A linstant t+ A il vient en A’ défini pa;] 0A". e S L N
Onpose: Vago = limat—o AL ou corde AA' A'
(f At)-t Y
Comme AA = OA — 0A = A (OA (OA), il vient : DA
s vy=0x()/ df
If,w =limat— n(’—“‘oﬂ ) (d-- 0A vy=dyn/ ot
d =8 ve=dyn/ df o
= Lorsque A t— 0, A'se rapproche de A el A serapproche - '&
de la direction u vecteur unitaire 7 tangent en A la lrajec- Xo -7
te en A
aite. Enntant. ds=A4' et d 04 = AA"- # Ll Lt
(dm__)
0=(4 04 ds _ Viee=l-9 oAl = AR s F
H VN‘RU (df OA)‘.R’B ( )‘RD . df 1-'.‘!). v‘!m—(dt UA)(M}-HTFIM”,. Al =0.T
Le vecleur vitesse est toujours tangent a la trajectoire et
dans le sens de mouvement.
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21 « 54 Détermination algébrique
de la vitesse

Latrajectoire d'un point Métant connue, il suffit d'indiguer son abs-
cisse curviligne pour pouvoir calculer sa position a tout instant .

EXEMPLE 1 :
On donne s=7 cos (10  £) + 120.

On en déduit s7) = v=—T70msin (10 & 1).

EXEMPLE 2 |

Si 5y=20£°~ 8%+ 10, avec sen (m) et ten (s).
Alors :

v=8)=601"~161 et 5,=10m, vg,=0m/s;
50y =20-8+10=22m; ¥=60—16=44 /s, elc.

21 u 55 Détermination vectorielle
de la vitesse

La position d'un point Mest connue dés I'nstant que I'on sait
exprimer son vecteur position OM dans le repere d'origine 0.

DXEWPLE (- 1): .
OM=00 + 0 H + HI +IM

ai (5% &) (3)+(o 2 o+ (6)

oM (e.cus 6+ R+ f}
0
- Si @=wm. I ol west ure constante, & dépend de

OM est bien une fonction vectorielle du femps ¢
Le vecleur vitesse s'en déduit par dérivation par rapport & -

VM;R,U — 8. mosm(mt))

APPLICATION :
e=T7; w=300tr/min=10zradfs ; R=20 ; /=100

= (r s 10+ 120)=> T (— el m’))

21256 Détermination graphique
de la vitesse

Chaque fois que 'on dispose d'une représentation graphique de
s: [(f), on peut opérer une dérivation graphique dont la préci-
sion dépendra de la qualité du tracé (fig. 2).

= Tracer la tangente en un point A et relever As, Al
m Porter la valeur de v= As/ Atz l'instant consideéré.

* Présentation «pralique~ (§ 72.5)

@ SCHEMA D'UNE TRANSFORMATION
DE MOUVEMENT PAR EXCENTRIQUE

[ T
>

b

<
<
S

OM .X=s =7 cos (10 xt) + 120 (angle en rad)

ts) 0 [o001 [ 002 0,03] 004
s (mm) 127 | 126,7 | 1257 | 124 | 122
v(mmfs)|[ o -68 | -129 | -178 | -209
(2) DETERMINATION GRAPHIQUE
s(t) A
(ITIITI) I AMt=+0,05s8
127 + 3
& : e A
L T As =~ —6,5mm
120 :
:
113 | : 1 -"___
1 1 =
0 A 0,05 01 t(
v (4| En cepoint: p= 25 =268 e
(/) PR et 4
0o__V .
0 ' : ‘ t(s)
|
|
x| :
T
|
, 3
Environ ] '
-130 7%~ /
-220 | .




21u6 Accélération d'un point

21a61 Accélération moyenne

Si le point A se situe en A, & l'instant £(s) et qu'il possede une
vitesse instantanée v ((m/s) ; s'il passea l'instant £, en A, @ la
vitesse v, son accélération tangentielle moyenne enre £ et £,
notée @ o, (M/SZ0U M . §-2), vaLt

21=62 Accélération tangentielle
instantanée

A l'instant £ guelcongue, |'accélération tangennelle instantanée,
notée a, correspond a la limite du rappﬂrl ” lorsque Al —0.
On le note alors :

dv . ds . d s _
at =80 - comme v = 22 : ar="2=s"(y
: dt df dt? ()

EXEMPLE :
= Ondonne s=—10¢°+2 £+1(ten(s)et sen (m)).
m Oncalcule v=5'=ds/df=—301*+2eta;=s"=-601

RESULTATS PARTIELS :

| S e 4

sm) [ 1 -7 | -715 | -263 | -631
v(mfs)| 2 -28 | -118 | -268 | —478
amis)| o -60 | -120 | -180 | -240

2163 Vecteur accélération a iz o

Si le point mobile Aa une vitesse Vo 2 llinstant tet si cete
vilesse devient Vg o4 Finstant £+ Af, on peut dire que la
vitesse vectorielle a varié de A V,, Ve RO lfm o pendant
le temps A¢ On pose :

2-"’-‘
31!9?0=|Imuﬁ,n’3'{‘ d_‘M) =(uﬂa)

At di @0 dt? QK0

21=64 Composantes intrinséques
de I'accélération

PUISQI.IE a_q;ck,u = (d V:‘U‘Jl I])

alors - o

ACCELERATION MOYENNE
Trajectoire de A
Zh dans ({Ry) Up-Tp /
"
o +>Y0
JE—?}‘&B_:L‘F e

Origine des abscisses curvilignes

Si s=A,A;=5t2-8 (ten(s) et sen(m)
v=10t1

Si AsesitueenA;at=1:v,=10m/s

Si Asesitueen A, at=2:v,=20m/s

Son accélération moyenne entre t, et f,

vaut 8ypmgy = gg% =10 m/s®

VECTEUR ACCELERATION

Centre de courbure

=, A 8.7 Vo ]‘
Xo

Tangente en A
a la trajectoire

CA = rayon de courbure

o 5
etque Vywo = 0.7,

N représente le vecteur unitaire «normale au point», foujours dirigé vers
le centre de courbure, et R représente Ia valeur du rayon de
courbure.

On peut donc noter que, quelle que soit la nature des mouvements :

MU _q.‘.i) as

daja n-(~FU T+v. (-'fl ;) R :
G ) wg df ds/go df

df

En géométrie analytique, on montre que (dj) = %
]

Aawu=ar+ an oil
a1 =a1.T = :;’ . T : accélération tangentielle
an = (v R). N : accélération normale
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21«65 Détermination algébrique

de I'accélération

Seule I'accélération tangentielle peut se calculer & partir de I'abs-
cisse curviligne. L'accélération normale dépend du rayon de cour-
bure de la trajectoire que I'on calcule dans les cas particuliers de
la translation, de la rotation et du mouvement hélicoidal.

Soit, pour les exemples du § 21.54.
v'==T07sin(10zt)= 8= v'==T700 x’ cos 10 z)
v=601t*-161 = a;=0'=120 =16 m/s>.

21«66 Détermination vectorielle

de I'accélération

La position d'un point Aest connue dans un repére (0, %, 7, Z
des I'instant que I'on sait exprimer son vecteur position OM en
fonction du temps £ 11 suffit ensuite de savoir calculer des
dérivées -

EXEMPLE: OM, ) aveCx=3 [~ Tely=17+3(-1.
(distances en (m) et temps fen (s)).

—_— X —_— s x“
W(X)E:? V. —1;-—:-( {ﬂ)=) a -+a+( [ﬂ]
y M H{0.xyz2) }/m M 1(0.x,%.2) yl{f}
CALCULS :
x=31-1
y=12+31t-1

S

er=3
Vig=21+3

X'(,}=U
Y'in=2

= =

21=67 Détermination graphique

de 1'accélération

Elle repose sur le méme principe que celle de la vitesse exposée
au § 21.56. Elle se limite & I'accélération tangentielle.

21w7 Hodographe

d'un mouvement

Pour un mouvement donné, on porte & partir d'un point fixe
choisi arbitrairement, le vecteur vitesse. L'extrémité P du poin-
teur ainsi défini, décrit une courbe appelée hodographe.

Exemples de mouvements Nature de I'hodographe
Mouvement rectiligne uniforme Un point
Mouvement rectiligne varié Une droile
Mouvement circulaire uniforme Un cercle
Mouvement circulaire
uniformément varié Spele
REMARQUE :

Sur I'hodographe, la vitesse du point P correspond exactement
4 |'accélération du point A associé.

DETERMINATION GRAPHIQUE DE L'ACCELERATION

TANGENTIELLE
s(t) 4 s =7cos(10xt)+ 120
(mm) v ==70zsin(10x )
127 1— a; =-700r2cos (10 t)
X (Angle en radians)
13 | . W
1 | >
0 0,05 0,1 t(s)
(A
(mm/s) ’4
0 g .
0 ‘ l ’ 0,1 t{s)
i = q,ﬂz S !
' T
I
I Av =-=110 mm/s
I
\
-220 L : )
B \ 4 _
En ce point : .
_Avo =110 - 2 -
|8 ="A¢ 002> 5500 mm/s oy
h l
(m/s?)_| 0 "
0,1 t(s)

OL

e
[Hodographe| [Trajectoire de A|




2?2 Translation TRANSLATION RECTILIGNE
dlun SOlide Yo k Funiculaire 4'—{

227al Définition

=
~\8

Un solide est en translation dans un repére lorsque “ *}
deux bipoints distincis AB et BC de ce solide, gardent

Direction de la

des directions constantes au cours du mouvement. B P translation
)@constant)
= 1 =
)
22 .2 Différents modes TRANSLATION CIRCULAIRE
de translation Trajectoires de C A B~
Selon Ia trajectoire des points du solide, la translation est : \ o Nacelle
 rectiligne uniforme (chapitre 23) ou variée (chapitre 24) ; Saa on

m circulaire uniforme ou variée (chapitre 25) ;
m quelcongue.

22w3 Vitesse angulaires .
et linéaires — — ' >
Lorsqu'un solide () est en translation dans un repére (R q) - L G | @

_b,laé = 90" tant
m La vitesse angulaire de tous les points de (S) est nulle : (*o, AB) (constant)

Qgja. =0 (rad/s outr/min). Les trajectoires de A, B, C ont pour centres
'ﬂ Aﬂ Bc Cu et méme rayon AQA = BoB = CQC

= Lavitesse linéaire de tous les points de (S) est égale :

Vaesia, = Vaesing- TRANSLATION QUELCONQUE

On dit que le « champ des vitesses » est uniforme.
Trajectoires de

REMARGUE :
Le champ des vitesses se frouve complétement défini par un
torseur cinématique :

{Ossg) = A{‘Tsﬁxg Vasingl =10 Vaesso)-

a relation entre moments d’un torseur (§ 76) s'applique :

— —3 - —s ——=p — - — O
Vaesiay = Vaesiay + AB X0 = Vpegin,-
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23 Translation rectiligne uniforme

23wm1 Définition

Un solide est en translation rectiligne uniforme si :
o tous ses points décrivent des droites paraliéles ;
o tous ses poinis ont une vitesse constanie.

23a2 Exemple

Déplacement uniforme d'une tige de vérin/corps.
Autre exemple § 24.5.

23a3 Equations du mouvement

i o_ﬂ;.;=${;}='ﬂn“"‘tn}+3n

5y - abscisse curviligne (m) du point Ma l'instant £(s).
vy - vitesse (en my/s), du point Ma l'instant £, (s).
g - abscisse (en m), du point Ma linstant £, (S).

= =i Yoy g7 =

Dérivée de sy par rapport au lemps : s =ds/dt

®  ay=v{;)=0 (ladérivée d'une constante = 0)

Accélération tangentielle du point M: vig = do/dL

23 w4 Caractéristiques vectorielles

® |esolide (S) en mouvement formant, par deux de ses points,
un angle constant avec le repére (R ) :

B
Le vecteur «vitesse angulaire» Qs qo =0

I_,f représentant le vecteur unitaire de la trajectoire :
ON  =s.X +a.y (voir exemple)

_

Vﬂ;gm = U[;.F ol vo=5§'

——re R i, —

dnao="7 . 1'-I-“E N (§21.64).

Pour une trajecloire rectiligne R — o ; donc v*/R— 0.

Comme par aifleurs v'=0: amx o= 0.
m e torseur cinématique est de la forme :

Qg 0 o
{ﬁ‘sm.n}={ %DH 0—-} oll v=5'(){constante)
Nwo VX @0

Comme Ve o = Vg o: 18 champ des vitesses est
uniforme.

EXEMPLE

FIRTT T
£,
Trajectoires des points de la tige/corps
y M /\/;:

a 3 /
- N / "',
y -
> e 4
APPLICATION :

1° La tige parcourant 130 mm en 1 s d'un mouvement rectiligne
uniforme, calculer la distance parcourue en 1,5 s & l'aide des équations
du mouvement.

2° Exprimer vecloriellement la vitesse du point N de la Iévre du joint
d'étanchéité pendant ce déplacement.

SOLUTION :

1° Le mouvement a pour équation :

Sin="Yg (f— f[})+$[}

Posans : pour £=0 (= fg), $(gy=0mm (a),
pour [=1, S1) =130 mm (b).

Pour (a), I'équation s'écrit : 0 = s

Pour (b), elle devient:  130=1vg X (1)+0.

Donc v, = 130 mm/s (érifi).

Lorsque £=1,5s, on remplace de méme :
5{15} =130 % (1,5— 0] +0=195 mm

2° Tous les points ont une méme vitesse a chaque instant :

Viao = Vwao = 130% (mmy/s)
On peut remarquer que, pour un torseur :

—_—

Ve = Vwao + W X Qsiq0 = Vwao (§76.1)
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24 Translation rectiligne uniformément variée

241 Définition

Un solide est en translation rectiligne uniformément
variée si :

w tous ses points décrivent des droites paralléles ;

m tous ses poinis ont une accélération constante.

24=2 Exemple

Déplacement d'un porte-outil de tour vertical : phases 1 et 3
décrites par les diagrammes ci-contre (voir § 24.5).

243 Equations du mouvement

Elles expriment les relations entre :

= |'abscisse curviligne sy (exprimée en métres) ;
= lavilesse algébrique vy (exprimée en m/s);

= |'accélération tangentielle a , (exprimée en m/s2).
Elies s'écrivent :

sm=ll,5 ay (1=1g)2+ v (f-Ig) + 5y,

s'= (=3 (1-fg) + v, [ f, : instant initial (s ).
§'=31)= 3. v : vitesse 3 Iinstant £ .
d; :constante.

24w4 Caractéristiques vectorielles

= Un bipoint quelconque du solide (S) en translation dans e
repére, forme un angle constant de ce repére :

—_—

La vitesse angulaire Qs =10

= X représentant le vecteur unitaire de fa trajectoire -
(voirfig. §245)  OM =sy.X—h.7,

V,w{qt = ‘E‘w . },
Iz = a1 X.
REMARQUE : Ak

Pour tout mouvement rectiligne, I'accélération est tangente a
|a trajectoire.
m Le torseur cinématique est de Ia forme :

{1‘} } Q g0 ‘ 0 ol
gwift=y — Fto— = {— .
Viesrao Viesizo VMES!.*R[F'UH)- X

= ey ———
Unesiro= Vmesiao+NM xQsie0= Vmesimo™
Le champ des vitesses est uniforme.

DIAGRAMMES DU MOUVEMENT
Loi des accélérations tangentielles

A g, (m/s?)
a
31 >0
O| Accélération _
to a<d | tl
Décilération
do = !
Phase1 | Phase3
i v (m/s)
Ylb—m————
|
I
|
]
Yo ] o
% \ t; / t(s)
[ Lorsquea>0 || Lorsquea <0
la vitesse croit | | la vitesse décroit

L'accélération tangentielle est une dérivée
de la vitesse algebrique

La vitesse algébrique est une primitive
de I'accélération tangentielle

d s(m)

B

|

to t(s)

La vitesse algébrique est une dérivée
de |'abscisse curviligne

L'abscisse curviligne est une primitive
de la vitesse algébrique

* Relation entre moments d'un torseur §74.1




72

24w5 Etude de translations
rectilignes

Le croquis montre le mouvement du coulant d'un tour vertical
vers le magasin des outils.

w Phase 1
Partant du repos, le coulant atteint la vitesse de 0,06 m/sen2 s
selon un mouvement uniformément accéléré.

= Phase 2
Le coulant poursuit son mouvement, de fagon uniforme.

w Phase 3

Le mouvement du coulant devient uniformément retardé jusqua
'arrét, sur une distance de 0,2 m. Sur I'ensemble des trois
phases, le coulant parcourt 1,4 m.

Ecrire les équations du mouvement pour chaque phase et tracer
les diagrammes correspondants.

SOLUTION :

m Phase 1 (mouvement rectiligne uniformément accélére) :
d=ay e v= dq (t—fo}'l' Vg
Posons : £,=0 (origine des temps).
Lorsque =0, v=0 ; lorsque {=2, v=0,06 m/s.
Donc:0,06=a,.2 = a,=0,03 m/s".

a,=0,03m/s? ; v=0,031; s=0,01512,

Cas particulier : quand f=2's, S = 0,06 m.

m Phase 2 (mouvement rectiligne uniforme) : a, (constante).
S=vg{t—1Iy) + s s'éeritici : $=0,06 (f—2) + 0,06.

Cas particulier : lorsque $= 1.2 m, le mouvement change.

Soit £, cet instant, on peut écrire :
5{;2‘}:0,{5“2—2}1'0.%:1,2 = !’2:21 S

2,=0 ; v=006m/s ; s=0,06(f-2)+0,06.

m Phase 3 (mouvement rectiligne uniformément décéléré) :
a=a<0 (constante).

§=05 a5 (f— ) + vy (- tp) + So SECitici
5=05 a4 (1-21)2+ 006 (- 21) + 126t v=a5 (- 21) + 006

Lorsque =15, s=14etv=0:
0=a3{t;—21)+006= f;—-21=-0,06/a5; report dans s.

Ontrouve : £5=27,7s d'oll a5=—0,009 m/s?,
az=-0,009m/s*; v=-0,0091+0,249;
=-0,0045(t-21)%+0,06 t+1,2.

EXEMPLE : TOUR VERTICAL

Traverse verticale Traverse horizontale
Coulant
SR
AY ]
:
+— ) ||
[ [s i'
& ;
Piéce
BER v A Biee I
> m  porte-outil
T Plateau
T L
'/ =
i Magasin
i

Accélération tangentielle

a, (m/s®)
'\
0,03
B 2 2 277
-0 |—————————— L T
Phase1| Phase2 | Phase3
v (m/s)
A
0 2 21 27,7 t(s)
x=s(m)

0,06 [

—_—

0 2 21 27.7 t(s




75 Translation
circulaire

751 Translation circulaire
uniforme
25a11 Définition

C'est une translation (chapitre 22) au cours de laquelie

un point quelconque lié au solide décrit une trajectoire
circulaire avec une vitesse de norme constante.

25w 12 Propriétés

a Pour toute translation €2 s/q0 =0.

a Pour un point particulier M: @ ¢=6" =
Lois du mouvement de M:

0 = wy. (I—1p)+8, 00

de
of (constante).

t = origing des temps
8 o= origine des angles,

6'=de/dt= o, (constante),
8'=/dI* = @ ;= 0 (accélération angulaire nulle).

m Tous les points ont méme vitesse a chaque instant.

75«2 Translation circulaire
uniformément variée
75221 Définition

est une iranslation (chapitre 22) au cours de laquelle un
int quelconque lié au solide, décrit une trajectoire circu-
aire avec une accélération constante.

25s22 Propriétés

m Pour toute translation €2s/&o =0
(la vitesse angulaire du solide est nulle).

= Pour un point particulier M:

0 =1/2. wy (-1} + oy (1) + 6y (@p=6").
0'= dojdt= ey (- ty) + @y (0U 6'= w),

"= d?6/dt* = wf; (constante).

= Tous les points ont méme vitesse & chague instant.

REMARQUES :

Il convient de bien distinguer :

= Lavitesse angulaire du solide (nulle) et celle e d'un point
tel que Mtournant autour de M.

m L'accélération angulalre du soilde (nulle) et celle du
point M: Bmao=0'0s1- T+ . r.N

—

m lavitesse anqulaire 2 s/x 0 = 0 et la vitesse linéaire Vg2 o.

TRANSLATION CIRCULAIRE UNIFORME

Ay A = ByB = MgM = r {constante) ; ax, (constante)
VMES:VMEMEJ.—,?:? et v=0.r=wy.r
VMeS : Bymo=ayN et ay=82.r=od.r

TRANSLATION CIRCULAIRE UNIFORMEMENT VARIEE

ApA=BoM =1 MM @'y =6""(constante)
YMeS : an=u T et v=f.r=0m.r
YMeS : aml}ﬂa' T‘l'an N
eta,=wy.r=0"r.ay=02.r=w2.r
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25x3 Etudes de translations
circulaires

Le croquis ci-contre schématise partiellement un bras manipu-
fateur de fonderie. Le mouvement, d'amplitude 225° se déroule
en trois phases :

m Phase 1 rotation uniformément accélérée sur 15° (i rad) |

= Phase 2 fofation uniforme 1 radfs, ©
m Phase 3 rotation uniformément décéléré sur 30°.

Ecrire les équations du mouvement, tracer les diagrammes et
préciser la vitesse de G ainsi que son accélération dans la confi-
guration ci-contre sachant que OA=1.7m.

SOLUTION :
L'étude se ramene & celle d'un point dont on connait a trajec-

toire, A par exemple.

m Phase 1 (mouvement uniformément accéléré) 6'; (constante)
Lorsque £=0: ty=0, wq=0, Bp=0(conditions initiales).
Lorsque f=t;: Bp)=05 87 t5=m/12; B(yy)=67.t;=1
Donc  @7=1/t; et m12=051;,

dol  t;=0524s et @7=191rad/s?.

0-09541%; 0'=191t;6"=1591 pour te[0; 0524] .

m Phase 2 (mouverment uniforme) &, (constante) :

6= g (t-1g)+ 6y stcritici: o=1(1-0524)+n/12,
Lorsque 0= 225° —30° =195° = 180° + 15° = 137/12, t=1,.
Donc 13 #/12=1,-0524+ n/12 = 1, ~367S.

0=1-0524+m/12,6'=1:6"=0pour t € [0,524; 3671 .

m Phase 3 (mouvement uniformément décéléré) 63 (constante) :
8=05 g (1-1tg) + g (t-to) + 6
et 6'= Cﬂh{f- !u)-l- 0y s'ecrivent :
0=05 04 (—367)° +1(t-367) + 13 m/12,
ot 6'=05(1-367)+1.
Lorsque t=14:
6'=0 soit 63=—1/({-367),
0=225°=5 m/4rad .
Done 5r/4=—05(f-0367)+(1-0367)+13/12= t=471s,
8 = 0477 (t—0,367)° + 1-0,367 + 13 /12
0’ = 0,955 (1-0,367) + 1
6"=—0,955 rad/s? pour te [367;471].
Dans la configuration de la figure ; @ = 30°, située dans la
phase 2. On peut calculer ¢(m/6)=1s, la vitesse lingaire :
1Ve.smo l=1Vagmoll=17 X 1=17m/s
et I'accélération : ay=0'rt=1Tm/s?.

MANIPULATEUR DE FONDERIE

Trajectoire du

Viae srao

point G % - -
/ B
//

1 gﬂﬂ 5 1y A
( O“._ g HA.-‘.LR[!
- [ G
/ [ . -‘
/ 4 dcpin
Piéce
Sortie
de coulée
Bac
= de refroidissement

6" = o' (rad/s?)

1\*\ to

3,67 4,71

n
‘\\
=t = e |

_
o
@ .
15) 2
15 |t
0,52 1 3,67 4,71




26 Rotation d'un solide
autour d'un axe fixe

20m1 Définition

Un solide (S) est en rotation autour d'un axe de (Sp)
lorsque deux points distinets de (S) coincident en per-
manence avec deux poinis de I'axe de (Sg).

26m2 Différents modes

m Rotation uniforme (§ 27.1).

m Rotation uniformément variée (§ 27.2).

= Rotation quelcongue ou selon une loi distincte des deux
modes précédents.

26m3 Caractérisation
du mouvement

m Tous les points décrivent des trajectoires circulaires
coaxiales avec |'axe de rotation.

m Tous les peints tournent du méme angle au méme instant ;
on dit alors que :

Dans un mouvement de rotation, tous les points liés 2
un solide ont méme vitesse angulaire.

m La vitesse angulaire d'un solide {S) en rotation par rap-
port 3 un autre solide (Sg) auquel on associe un repere
(Rg)= (0, X0, Vo, Zo) peut étre représentée par un vecteur
Qsiq0= 0.2 e

— direction : celle de 'axe (0,2):

—sens : celui défini par la régle «du tire-bouchon» (ou des trois
doigts) ;

—valeur algébrigue : e sur I'axe de rofation.

264 Relation entre vitesses
linéaires et angulaires
Onsait que Vaeggo=v. 7 =‘é—§ .7 (§2153)

Pour un mouvement circulaire : = R.6.
Donc ds/dt= R de/dt= Rw; d'ol ;

|V ae syl =| @0l . R

avec @ (rad/s),R(m).|| Vac s ad| (m/s

75

SOLIDE EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE

(Ro) = (O, X0, Yo Zo) Azp=z,
| al. o
\A\
Points de (S)
] fixes sur_
B I'axe (O, zg)
i oyt
Xg
= - =
Solide (S) A
en rotation o |
dans (‘Rg) _. =
- e fxs Yo
Xa O 00,
-———
Trajectoire \ \ FMO)
de Be(S) —
dans (R,) ‘¥ Y, %
Trajectoire ! == o
de Ae(S) i S B
dans (%g) X, ¥ Ve
VITESSES LINEAIRE ET ANGULAIRE
A%
_—r—""..’—‘.

Xg

—1
-

Qsiq0=0-Zg

nm=——n=4§g"
dt

Vitesse
angulaire

Vitesse
linéaire

VA E S5m0
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26w5 Relation vectorielle

—

entre Vjegmo €t gq0

La définition de £2q, o inciquée § 26.3 se trouve vérifiée par la
relation vectorielle :

Vaesro = Al X gp0*

Soit encore : oil [ € axe de rotation

Vacsmo = #a (I, Lgp0)

NOTA: 77 (I, 25 5) s it moment en Adu pointeur (/, £2).

26w6 Torseur cinématique

I définit complétement e mouvement circulaire du solide a un
instant donné.

m Tous les points ont méme vitesse angulaire :

Qgjq0= @.2 &stlasomme de ce forseur

m Les points /situés sur 'axe ont une vitesse linéaire nulle :
Il s'écriten /:

Z

b

‘m
el 0

(9510} =

car Vjcg/q0=0 |

m Lavitesse linéaire de tous les points de (S) s'en déduit :

Viesio =Viesiao + Al X Qgq0= Al X Qgiaq
(§76.1).

267 Champ des vitesses

D'apreés la relation § 26.4, puisque e a meéme valeur pour tous
les points liés au solide, la vitesse lingaire | Viesio | varie
linairement avec fa distance R  I'axe de rotation (fig. 2).

26u8 Exemples

m Un solide (S) est en rotation autour de AB 2 la vitesse de
300 tr/min. Calculer la vitesse linéaire de M situé & 50 mm de
I'axe AB.

||VM5@R0||=300><%ar—><50m1571mmi5=1.5ﬁn1!s.

m Un solide (S) est en rotation autour de I'axe (4). L'un de
ses points Vsitué & 100 mm de (A) a une vitesse v =3m/s.
Calculer celle de Psitué & 70 mm de (A4).

Uy = Wy et Up = w.lp,

donc vp=uy. Iylip=21m/s.

* % signe du produit vectoriel ( esl toléré avec réserves ; vair § 70.6).

(1) TORSEUR GINEMATIQUE

. z
Axe de rotation

(ou axe central de {Us/q:0}) :
T QS!.'I.‘U

Plateau tournant (S) T Osrno
Socle (Sg) | - I L : | /‘:j %
= AL 7 A;F.E;:’.‘l.‘u
=) o—=o/ /
v ’; Yo
;«/
# J?t:

. =
[ Ve e sio

e

Vivespio

Champ des vitesses selon /N

m L'axe de rotation ABde (S) est défini dans () par A (20, 20, 30),
B(— 10, 50, 70). (S) tourne & 100 tr/min autour de AB.
Etablir le torseur cinématique de (S)/(® o).

Yy * — _30 _3
On peut écrire AB = 0B — 0A = 30)=1U 3)
40 4

Donc || AB || = V10(—3)2+ (32) + 42 =10V34
. (M‘)

Dol 7, =———=| 3V34
A8l 434
w = 100 tr/min = 10,47 rad/s .

Par conséquent : {Dgpq) = [10‘4? 4 }
I€(4B)

+

0
avec 7, déterminé ci-dessus.



2] Mouvements
de rotation
particuliers

27a1 Mouvement de rotation
uniforme

En un point / de I'axe de rotation (axe central) Z, le torseur
cinématique s'écrit :

. Qs —— =
[ l?stR{l] = { ﬁfq U} avec Q2s/p0=wo.2Z (constante)
/

Lois du mouvement f(s), w(rad/s), 6" (rad/s?)
(Angle balayé et accélération angulaire se déduisent de o g)

Vitesse angulaire (rad/s) g (ou #'g) constante

Angle balayé (rad) 6= g (1- )+ O

Acoflération angulaire (rad/s?) | ¢ (ou ou %ﬂw ©')=0

27«2 Mouvement de rotation
uniformément varié

En un point /de I'axe de rotation (axe central) Z', le torseur ciné-
matique s'écrit :

—

[ﬂmo]ﬂ Q%’R'”}avec Q3s/20= 0.7 (variable)

Lois du mouvement {(s), w(rad/s), 6”(rad/s?)
(Vitesse angulaire el angle balayé se déduisent de 6 ")

Accélération angulaire de gy 026
(rat/s?) @ "n(uu F‘"ou dr .E.ou w 'n) constante

Vitesse angulaire (rad/s)| o'= &y (1-tg) + 6y (ou w)

Angle balayé (rag) | 6= 7ol to)+ 6o lt-to)+ 00

m—

273 Exemple de calcul

Une broche de tour atteint la vitesse de 800 tr/minen 0,4 s, d'un
mouvement uniformément accéléré. L 'usinage s'effectue ensui-
fe & vitesse constante pendant 10 s. Enfin I'arrét se produit,
en 0,3 s, d'un mouvement uniformément décéléré.

0On souhaite :

m fracer les diagrammes de ce mouvement

w écrire les lois des mouvements de chaque phase ;

= connaitre les instants entre lesquels 90% au moins de Ia
vitesse est atteinte.

EXEMPLE DE CALCUL

2% phase 3% phase
800 tr/min = 83,8 rad/s
________ |
t(s)
Ao | | te)
t(s)

1" phase : te (0;0,4)

6" (= o' = dw/dt) =83,8 /0,4 =208 rad/s?

o (= 8" =d6/df) =208 (1-0)+0 =208 1
&l(w =83.8 x 0,9 =75,4 rad/s

Donc 75,4 =209 =1 =0,36s

6y =1/2.200 (f-0R+0(1-0)+0 =104,7 12
BI'."J = 16175 rad =2,67tr

2" phase : fe (0,4;10,4)

o, (= 6", constante) = 83,8 rad/s

o' (=67 =0

60 =83.8(1-0,4) + 16,76

B1n,0) =83.8 X 10+ 16,76 =855 rad = 136 1r

3° phase : te (10,4 ; 10,7)

0"(=dw/di= ') =-83,8/0,3 =-279 rad/s?

ein (=) =—279(t-10,4) + 83,8

6} = 75,4 rad/s (voir ci-dessus)

Donc 75,4 =-279(t,-10,4) + 83,8

D'oii £, =10,7 s

L) =-1/2 (279) (1-10,4)2 + 83,8 (- 10,4) + 855
9{10.?! =—139,& tz * 0.321'33,8 > 0.31-

Bng"” =2?9 md = 13&'1'
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28 Mouvement
plan sur plan

281 Définition

Deux solides (Sg) et (S) sont en mouvement plan sur
plan lorsqu'un plan réel ou fictif de I'un reste constam-
ment en contact avec un plan réel ou fictif de I'autre.

CONSEQUENCES :

m L'éude se conduit dans tout plan paralléle a celui du mou-
vement.

m On associe un repére de référence a I'un des solides (repére
(R p) lié & (Sy) par exemple) et I'on étudie le mouvement de
(1) par rapporta (< ).

28u2 Champ des vecteurs
vitesses

m Tous les points d'un méme solide ont méme vitesse angu-

m A un instant donné, les vitesses linéaires Vye gy/sp
Vpesy/so e deux points A et B de (S4) sont généralement
différentes en direction, sens et intensité. Toutefois, (S4) semble
tourner autour d'un point fixe / situé & l'intersection des perpen-
diculaires en chaque point aux vecteurs vitesses linéaires.

I est le centre instantané de rotation (C.1.R.)

m A l'instant considéré — correspondant 2 une image photo-
graphique de I'objet (S) en mouvement plan — on peut utiliser
les relations du mouvement circutaire (§ 26.5) .

s1/sp — W+ 2y Viesyso = MI X gy

m Le champ des vitesses est représentable par un torseur cing-
matique exprimé en M quelconque ouau C.IR. I:

Dsysp ]= [”swfsu
[

0

{ﬂ$1f5[}|= {
m | Vmesyso

m Les relations entre moments d'un torseur (§ 74) permettent
de retrouver tous ces résultats fondamentaux.

PISTON - BIELLE — MANIVELLE

Manivelle

Piston




283 Mouvements
plan sur plan particuliers

28s 31 Solide en rotation
par rapport a un axe fixe

{Voir également chapitre 26.)

= Un plan du solide (S), perpendiculaire  I'axe de rotation (0, 7)
reste constamment dans un plan fixe paralléle a(o, X, V)= ).
m En projection sur (0,% 7. 2).lous les points décrivent des
trajectoires circulaires de centre 0.

m Au point O, le torseur cinématique s'écrit :

EXEMPLE :
(S) tourne autour de (0,Z) dans le sens indiqué ci-conlre, &
300 tr/min. Alors, @=—300. 2 /60 =—31.4 rad/s.

m Lavitesse de tous les points s'en déduit ; par exemple :

The 510 =3 (0. g0) =A0 X Qg7 * (§ 76.1)

et par conséquent : || Ve srafl =l . AO.

Pour les autres points de (S), | @l est le méme ; seule la dis-
tance AQvarie.

Dans un mouvement de rotation, la vitesse linéaire des
points est proportionnelle & leur distance a I'axe de
rotation. lIs ont méme vitesse angulaire.

28s 32 Solide en translation
quelconque dans un plan

L'ensemble (S), ci-contre, garde une direction constante dans le
repére - il est donc en translation (chapitre 22) et sa vitesse
angulaire Qg4 estnulle.

En A, Ie torseur cinématique s'écrit :

REPARTITION DES VITESSES POUR UN SOLIDE
EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE

(R}=(0, X, ¥, Z)
Galet de renvoi (S)

7

Axe de rotation

Plan fixe

@z

¥

A
y =
X, \
\

QS;’.‘:C.

- :‘i_Tr_lﬁ l|
O =
!
/
77 7

‘{ﬂsm}-{ﬂ Vues.'sa}ﬂ Voesim= Vacsia

Dans un mouvement de translation, tous les points ont
la méme vilesse linéaire et une vitesse angulaire
nulle.

REPARTITION DES VITESSES POUR UN SOLIDE
EN TRANSLATION DANS UN PLAN

—

Le centre de rotation
de (S) est rejete
a l'infini

* X : signe du produit vectoriel (A est 1oléré avec réserves ; voir § 70.6).
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284 Equiprojectivité des
vitesses des points d'un solide

m les vitesses d'un point d'un solide se déduisent de son

torseur cinématique (§ 28.2) :
{Osm) = 6{2s12 Voesm ] d

Vaesia = Vpesim +AB X gy

m En multipliant scalairement chaque terme par AB :
Vaesia + AB = Vpessa - AB

Macsp | -oos ag= [[Vgesnll -cos ag

Si A et B sont deux points distincts d'un sulide la pro-
jection (algébrigue) de la vitesse de A sur AB est 6gale
a la projection (algébrique) de la vitesse de 8 sur AB.

EXEMPLE .

En actionnant Ia gachette 2 du sécateur électronique ci-contre,
on met Ia vis 1 en rotation par rapport a la poignée 0.

Cela entreine la translation de I'écrou 3 qui, par lintermédiaire de
la bielletie 4, actionne la rotation de la lame mobile § autour de
Iaxe C, fixe dans 0.

Le schéma cinématique est représenté a l'instant ol le point D
approche du point £.

Connaissant Iz vitesse Ve 3,@ a cet instant, on détermine
graphiquement Vp s/ -

m Vyeq/ (connu) = Vyeayp (liaison pivot en A).

m Laprojection de VAE 4/ Sur AB est égale 4 la projection de
VBE‘”G sur AB AHA == BHE

(Attention aux sens et & I'angle droit.)

m Vgeao = Vgeso (liaison pivoten B)

m Vgesso est perpendiculaire 2 CB
On en déduit alors Vgeso -

w Vaesoll =Vaesyll si €8= CBavec Bsur CD.
On connit donc Vges/g

m Vpesy est perpendiculairea CO

Vpes;o est proportionnel 2 Vpes/g -
En prolongeant e tracé passant par C et l'extrémité de Vge 50,
on obtient Vpesyp -

EQUIPROJECTIVITE DES VITESSES DE DEUX POINTS

D'UN SOLIDE

A l"'/.B‘E': S/R

Sur AB
Equi projectivité
S “—| | ZA' = BB'
Mémes projections
SECATEUR ELECTRONIQUE




78e5 Centre instantané
de rotation (C.I.R.)

2851 Définition du C.I.R.

Dans tout mouvement plan sur plan de solides, il existe a
un instant donné un point oil la vitesse relative est nulle.
Ce point se nomme «centre instantané de rotations.

~m Ce point est défini & un instant donné. |l peut varier au cours
du temps et du mouvement.

m Ce point est rejeté a linfini dans le cas de la translation.

28852 Détermination du C.LLR. (I)

Les points /et Aappartenant au méme solide (S), il doity avﬁg!r
équiprojectivité des vitesses Vie s/ et Vaesia SUr/A,
(§28.4).

Comme Vie s/ =0, ceci ne peut étre véxifié que s 1A est
perpendiculaired Vaesr« -

Le C.I.R. / se situe sur une perpendiculaire a chague
vecteur-vitesse.

w On peut déterminer la vitesse d'autres points du solide,
connaissant le C.I.R.

728s6 Base et roulante

Au cours du temps, le C.LR. se déplace généralement et décrit
une trajectoire dans le solide de référence auguel on a attaché le
repére (). Il décrit aussi une trajectoire dans le solide (S) en
mouvement par rapport & (R).

La trajectoire du C.L.R. dans le repére de référence
s'appelle la «base du mouvement».

La trajectoire du C.L.R. dans le solide (§) mobile par

rapport a () s"appelle «roulante du mouvement».

= Base et roulantes sont tangentes au C.L.R. (/).

w Tracer les configurations successives d'un mécanisme sur
feuille de calque, le référentiel étant dessous sur feille quel-
conque. Piquer & |'aide d'un compas : les trous de la feuille de
calque appartiennent & la roulante et ceux du dessous & la base.

CENTRE INSTANTANE DE ROTATION

1:C.LR. de (SVR).

BASES ET ROULANTES

}

\ ¥ |Cylindre (S) roulant
sans glisser sur (O, X)
du plan (O, x, y)

()

0 P77 7 777777777 /f//(fr//zlr///}'/ -

Lieu de / dans (S)
ROULANTE

[Lieu de | dans (R)
BASE

A décrit (O, y)|
B décrit (O, X,

Mur

ol ‘Routante : fieu '
\ - get dans (S)
-1

IBa_se:Iieude!
dans (R)

g
Vee s |
4

x4
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70 Mouvements COMPOSITION DES VITESSES ANGULAIRES
relatifs

29s1 Composition
des vitesses angulaires

Soit deux solides S, et S, :

m S, tourne de 8, rad autour de (0, Zg ), par rapporta Sy ;

m S, tourne de 65 rad autour de (0, Zq ), par rapport a S;.

Il en résulte que S, tourne alors de 6, = 6; + 65 rad autour de
('O- EE )1 par rappﬂfta Sﬂ'

Par dérivation sur la variable temps /, on obtient Ia relation entre R Qi

les vitesses angulaires. Soit © Quo -
Q1po=0"1(1) - Z0 - vitesse angulaire de 5;/S, © Q) Qn  —s =
Qon=0'20). 73 - vitesseangulaire de S,/Sy ; © Qi = a0

.Qi- 6'3() - Z8 - vitesse angulaire de S,/S;. Don =iy + O
(€21 se désigne «vitesse angulaire relative de S,/S;).

—_— —

20 = L2210 + 2170

8270 = 6anZo + 6112 =(030+610) .

m Engénéralisant :

Qop =027 + Qi +..4 ip

EXEMPLE D'APPLICATION :

Un frain d'engrenage épicycloidal se compose :

m d'un planétaire 1 de Z, = 28 denls,

w d'une roue 2 de Z, =24 dents,

= d'une roue 3 de Z;=34 dents,

m d'une couronne liée au bati, de Z, =86 dents.

Le porte-satellite 4 tourne, par rapport & 0, & la vitesse de
750 tr/min. Le module vaut m= 1,5 mm.

Sur une figure & 'échelle semblable & celle ci-cortre, déterminer ™ Vie2.3 S& 0éduit & Vaeo.30 € o3y
graphiquement : —— | Vge23nl ;
) la vitesse angulaire de 1 par rapport 20 ; m | 223pl= HBET?@" =120 rad/s ~ 1145 tr/min
b) la vitesse angulaire de (2-3) par rapport a 4. 0 I
(La connaisance de ces vitesses est ulile pour le calcul des  m [ €7 = 2520 260 rad/s ~ 2 480 tr/min
peliers ) 0B

w Eléments de solution : W Qpa=Qp9n+ Qo =230~ L4

Sur la Iigui} en plan correspondant @ la vue de droite, on peut a pour norme ; 122-30ll ~ 200 rad/s = 1900 tr/min
tracer || Vacnol| = a0 . 0A=T785 X 39.10°° =3,06 m/s.

=

Le C.LR. /4 permet d'en déduire || Vaez-30l| = 5.2 m/s. T 5 i
D'oll 192 2-30ll = @230l = Va2 30ll / ko210 B =120 rad/s. 0o ain b

Comme Vs_ez-;w vzifn. il vient @ 19 = 2 380 tr/min.




29w2 Composition
des vitesses linéaires

29x21 Réperes absolus et relatifs

Lorsque la charge suspendue M se déplace a hauteur consian-
te sous |'action conjuguée du mouvement du pont roulant 1 et
du chariot 2, sa trajectoire ne semble pas simpie. Pourtant,
elle résulte :

a) du mouvement rectiligne selon x¢ de;

b) du mouvement rectiligne selon o de 2.

Onappelle :

Repére absolu (R g) : le repére fixe servant de référence.
Repére relatif (R4 ) : un repére mobile par rapport a (R p).

29.22 Vitesses absolue, relative,
d'entrainement

m Vitesse absolue V_; - ¢'est la vitesse du point M de 3
dans son mouvement par rapport au repére fixe (4R o).

V;: Ve 30 (que I'on peut noter Vare 3;0)
Flle est tangente a la trajectoire de Me 3 dans (R o).

m Vitesse relative E - ¢'est Ia vitesse du point M e 3 dans
son mouvement par rapport au repére refatif (R ).

T/:= ‘-/Me 3.’;}1 ([ILIE I'on peut noter Ve 3;1)
Elle est tangente & la trajectoire de Me 3 dans (R ).

= Vitesse d'entrainement 1 : c'est [a vitesse par rapport
4 (R o) d'un point du repére mobile (R ;) qui se trouve confon-
du avec /14 l'instant considéré.

[TEE T — (que I'on peut noter V,;,,F—Jﬁ)
Cette vitesse ne dépend que du mouvement de (R 1).

m Relation ;

2 — —
Va= Vr+ Ve

Vime 3n = Vmesn + Vmetn

m (Généralisation :

e

Vie 30 =Vme sn + Vmerz + Vinezsi +... Ve in

—_— Ce—

Si le treuil du chariot leve de plus la charge M, on obtient la
relation ci-contre.
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PRINCIPE D'UN PONT ROULANT

Pont roulant

Charge

o

COMPOSITION DES VITESSES (SANS LEVEE)

e b=

| V)l = 120 m/min
V.= 40 m/min

—
— NS

Yo Vme:ih \J/M;;ﬁf/”
v § =
M === =

Vie 10 (Ve) X

=

Vi 3i0ll = 126,5 m/min

Ve aio = Vime an + Vime 110

COMPOSITION DES VITESSES (AVEC LEVEE)

Ve 1 =120 m/min
o g [Vmeznll= 40 m/min

Yo —
||VME3;2H= 12 lﬂ}!min
0 Xo
Jq/' ad = Visean
- i

Ve o

Ve 10l = 127 m/min

Visesn = Yumesnt Vvean+ Vive 10
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29223 Exemple 1

Soit une commande par excentrique. La came circulaire 1 de
diametre 62 mm tourne autour de (0, Z)a 100 tr/min. Elle est
excentrée de 00, = 15 mm. Pour € = 45° (fig. ci-contre),
déterminer graphiquement la vitesse d'un point Mde la tige 2.

SOLUTION :

Les pieces 1 et 2 sont en contact au point / Ce point / réalise
la «transmission cinématique du mouvement». Definissons
les vecteurs vitesses en /:

Viewro » Comme tous les points de 1, /&1 toume autour de
(0.25) 4100 tr/min ;

([Viewo || =100 x %g.x 01~ 450 mmys (0, mesuré).

Vje1/2 Se situe dans le plan tangent au contact, donc selon(/, yg).

Viezro , comme tous les points de 2, translate selon (/).

La composition des vitesses donne Viez/o , d0nC Vyezso-
On trouve [|Vyezyo| = 120 mmis.

E.
.

Faire attention au vecteur l;’;;;'n qui est somme des
deux autres vecieurs I?;Ez,:: et V;;m.

29«24 Exemple 2

Soit une presse a décolleter. Dans Ia configuration ci-contre,
la tige 2 du vérin sort du cylindre 1 a la vitesse de 23 cm/s.

Déterminer graphiquement, la vitesse correspondante du
poingon 5.

SOLUTION :

On conndit les trajectoires de E et de € dans (R.q) ; le C.LR.
I3 S'en déduit aisément.

Lavitesse Vpezo  estperpendiculaire o, B
On conndt | Vae 1] = 23 emis =!|Vse a1

La composition des vitesses permet d'écrire :

i —
Viesro = Veeart + Vaeno

On détermine alors les diverses vitesses puis || Vi || = 5 em/s.

COMMANDE PAR EXCENTRIQUE

Excentrique

=

m

5
t

Vieon = Vieap (transiation 2/0)

Ijem): Viesorn + Viewo

VJ‘ €20
s |

Vietn

(connue)

Vieon

PRESSE A DECOLLETER

Trajectoire de E dans (Rg) | avec Vgezy = Vpean

Trajectoire de C/(R )

4

| Vell=lI Vel L 2 / ______
~ 5 cm/s e | >
E q : 4 3 Vaezf
- = |~ :‘g.“\
| 'l
4 , \
g D .
|
/
5 /
Vee o
X
#V
/ 4 -
Be 3o v/
o
ZZ I 27 ™\ I
A
RRRAARAARRRARAAARRERRALNKRAKANNRRANYY




293 Composition
des accélérations

Considérons un bras manipulateur. Lorsque O est fixe et les
angles ex4 et o, variables, le point Ma un mouvement complexe.
Soit (R1) =(0. %3, ¥, 73)  un repére lié au maillon 1 ;
Soit (R.5) =( 02, X3, ¥2, Z5) un repére lié au maillon 2,

29. 31 Etude dans le repére relatif

Dans ce repére, Mne peut décrire qu'un arc de circonférence, de
centre 0y, de rayon 0; M= /£.
Il est donc soumis & une accélération relative :

Accélération relative 3, = @

Dans ce cas, les composantes intrinséques donnent :
AR = —F- 0. X2 + L0 2. Y2
(voir § 21.64).

29« 32 Etude du mouvement
d'entrainement
L'entrainement provient du repére (R ) =(0, X3, . 1) .

Le point M de ce repere, comme tous les autres qui lui sont lies,
tourne autour de(0, 2)a la vitesse angulaire ;. Le point Me 1
engendre une accélération d'entrainement.

Accélération d'entrainement @ = py_1/ 2 g

2933 Etude du mouvement absolu

— e

C'est celui par rapport au repére five (R o) = (0, Xo, ¥o. 20)

Accélération absolue @, = Ay o

29s 34 Accélération de Corriolis
(complémentaire)

—_—

Elle se calcule a partir de dc=2 2 (#17:0) % Vs

29 35 Relation

-

B ) *
dpyao= dmyr + amem,@“ +2 Qq1pmn X V w1
—a — — —

BRAS MANIPULATEUR

Avant-bras 1

Repére
| relatif (R,)
Xo ¢ X

oy
\, 0,
nm AN
relatif () \\/ﬂi N
absolu (‘R’O) ) .f;_r'dI = f;:"?\- O'LM-

a's. 0y M.y,

Planlié a1

X M

* | & eiana W nlard antra ooy vertonre act b cinno ninrmal dn nencduit vardariel (8 70 R
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30 ACtiOI]S (1) ACTIONS A DISTANGE ATTRACTIVES

Solide 1 Solide 2
mutuelles g . L

30m1 Action ponctuelle &,

Si, au point A, un solide 1 exerce sur un solide 2 une force A,

réciproquement le solide 2 exerce sur 1 une force Aon Clest @ ACTIONS A DISTANCE REPULSIVES

le principe des actions mutuelles. | Solide 1 Solide 2
Ces deux forces sont :

m colinéaires sur une droite passant par A,
m de méme intensité,

= (e sens opposes.

On dit qu'elles sont directement opposées et on écrit que :
i i = Ao

AT,-z - force de point d'application A, exercée par le solice 1
sur le solide 2.

Az - force de point d'application A;, exercée par le solide 2
sur le solide 1.

On distingue :

w Les forces a distance entre deux corps .

— Attraction terrestre : toujours attractive, c'est-a-dire dirigées
vers |'extérieur de la matiére (fig. 1) ;

(3) ACTIONS DE CONTACTS PONCTUELS

T A”; Intérieur T A u;
de la matiére

— Electrostatique ou électromagnétique : attractives ou répulsives
(fig. 10u2).

= Les forces de contact : toujours répulsives, c'est-a-dire
dirigées vers I'intérieur de la matiére (fig. 3).

Solide 1

302 Action quelconque —

L'action mécanique d'un solide 1 sur un solide 2 est modéli-
sable en A par un torseur ,{Aw2). L'action du solide 2 sur
le solide 1 s'exprime en A par le torseur ,{ A1/2). Le principe

actions mutuelles permet d'affirmer que les deux tor-
des utuelles permet d'affirmer que les deux A{Aw}?A[Am]

seurs sont égaux et opposeés (fig.4).
o) o) 2
A} = - ,{A S
alAz) = = {Agn} {ﬂm.rz P A
Ce qui implique : Tisolé |
m deux résultantes directement opposées : 2 isolé . A_ﬂ;
— __"_"“-—._.-—‘_____
.ﬂuz = -ﬂm

{Aﬂg}ﬁﬁ lit : torseur daaachmmméea‘uquasde 1 su'2.

dehmdemﬂmt&mﬁmémpomda""' ion A.
Aaip == Mazn Ce torseur peut aussi s'exprimer au point 8.

m deux moments en Adirectemnent opposés :
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31 Principe fondamental de la statique

31w1 Principe de l'inertie
Repere galiléen

Il existe au moins un repére privilégié (), appelé repere
galiléen*, dans lequel tout point A, éloigné de tout aulre corps,
possede les propriétés suivantes :

= Si Aesten mouvement, il est rectiligne uniforme : sa trajectoire
est une droite et sa vitesse par rapport {sag} est constante.

m Si Aestimmobile, il reste immobile dans (R ) : (ses coor-
données dans (& g) sont constantes).

REMARQUE :

Si le principe de I'inertie est valable dans un référentiel (),
il I'est aussi dans tout référentiel en translation rectiligne uni-
forme par rapporta (&.g).

31 w2 Systéme matériel 1S0l€ :

Un systéme matériel est un ensemble de points matériels qui
constituent un corps ou un ensemble de plusieurs corps, ou une

EXEMPLE D'EQUILIBRE DANS (R )

X,=Cte, Y,=Cte,Z,=Cte

Point matériel immobile

Repére (4R o) lié
- ala terre
YA “ ?

avec une approximation suffisante.

Pour un grand nombre de problémes de mécanique,
on prendra le repére terrestre comme repére galiléen

portion de corps. ENSEMBLE S, ISOLE
Isoler un systeme matgriel c'est : A SE— it
= considérer une partie d’un mécanisme ; S N AN
= recenser foutes les actions mécaniques qui lui sont appliquées.
Un systéme matérie! isolé peut-étre : (So)=(4,7,12, 9|
u unsolide indéformable : la tige 4 seule: (S¢) =14}, =
& un.ensemble de solides : I'ensemble mobile est constilué  pARTIE (1) DE SOLIDE ISOLE Partie (I1)
de solides : (S,) =14, 7,12, 9};
= une portion de solide : la partie (I) de latige 4 ; G
= un fluide (air comprimé) contenu dans la chambre du vérin ; By, —+ £
m un fluide et les solides qui le contiennent :
(S3) = {vérin, air). Partie (I) de 4
S = [Vérin, air dans A| | Ar comprime dans(‘:,h 2'2‘;’,’:,;‘;
. ,l ] TITTZ | ; ]
Vérin double effet ’iz\;\ﬂ &4 = e
= _——— b
A Bl
M == 77 27258

S

Equerre de fixation avant T 10/ 1| 3| 8

] ]
.,‘r[’
5| 4|7) 12/[8 2 Equerre

de fixation arriere

*\oir complément en dynamigue § 56.2.



88

31=3 Actions extérieures
Actions intérieures

(§) =1, 2} estisolé. Les actions mécanigues sur (S) sont :
m Les actions exercées par les solides qui n'appartiennent
pas 2 (S) ou actions extérieures sur (S) notées: F; /s

(S) signifie « n'appartenant pas & (S) ».
Actions  distance : poids : Py , P, .
Actions de contact: A4, B, Ca -

w Les actions exercées par des solides appartenant & (S) sur
des solides appartenant a (S) ou actions intérieures:

Actions & distance - nulles, ii. Actions de contact : Dy, , Dy -

REMARQUE :

Pour toute action intérieure, I'action mutuelle directement oppo-
sée appardit : Dy, = — Dyyy (voir chapitre 30).

La somme des actions intérieures est nulle car elles s'éliminent
deux 2 deux. De méme, pour leur moment en un point.

Le torseur des actions intérieures est nul.

31w4 Principe fondamental

Si un systeme matériel (S) isolé est en équilibre par rapport 2 un
repre galiléen (<R ), le torseur des actions mécaniques exte-
rieures appliquées sur (S) est égal & un torseur nul”™.

ISOLEMENT DE (S) = {1, 2|
(E, %, y) est un plan de symétrie (chapitre 8)

Actions intérieures

Actions exterieures

EQUILIBRE DE LA GOUTTIERE 3
—Ha 4y
Az N
Cir
- C 213
Contact Eass | —
plan 4-3 E B M B
lEassl A . _/ —i
Mean ¥V Bas

Notation : g{Eq3} se lit : torseur associé aux aclions méca-
nigues dans Ia liaison E de 4 sur 3 exprimé au peint de
réduction E.

-

As/s

o ‘ {0} VAdeI'espace

A(F5sl =10} {

{55} selit: torseur associé aux actions mécaniques exté-
rleures des corps n‘appartenant pas a (S) sur (S) exprime au
point de réduction A.

D'oll les deux théorémes suivants :

m Théoréme de la résultante statique :

Si (S) est en équilibre par rapport a un repére galiléen
(R g), I résultante des aclmns mécaniques exiérieures
a(S)estnulle: Hs_.{s 0.

m Théoréme du moment statique :

Si (S) est en équilibre par rapport a un repére galiléen
(< g), le moment résultant des actions mécaniques exté-

rieures 4 (S) estnul : A5, = 0 (IT) , VAde I'espace.

REMARQUE :

Le principe fondamental s'applique aussi dans les cas suivants :
m (S) est en translation rectiligne a vitesse constante / (R ) ;
m (S) est en rotation uniforme autour d'un axe fixe / (Ry)
passant par le centre de masse et d'inertie.

* Attention : la réciprogue n'est pas toujours viaie.

** \loir chapitres 40 et 41.

EXEMPLE D'APPLICATION

= 3est en équilibre dans R g(E, X, ¥, Z ). Nl est soumis aux

actions mécanigues extérieures :

K Bas
afAs)= [ ?IG]: g{Bas}= [J]
al 0 gl 0

Cas Eg3
c{Cas}= [ : ]; elEas} = [kﬁ_' .
C D E E4&f3

W L'équilibre de 3/(% ) se traduit par :
elAvs) + e(Bays) + e{Cos) + elEars)} = (0]
m Théoréme de la résultante statique :
Aijp+Bon+ Cop+Eqs=10. (1)
m Théoréme du moment statique en E:
EA x Ay + EC x Cog + EB x Byjg + (Mlgasg +0) =0 (1)

Ces équations vont se traduire soit :

w En projection dans un repére (<R ;) par six ou irois équations
d'équilibre™*.

= Par des conditions graphiques d'équilibre***.

*** \foir chapitres 42, 43, 4.



32 Adhérence
Frottement

Les fois sur le frotiement découlent de I'expérimentation de
Colomb et Morin. On exerce sur un paraliglépipede 1 de poids £,
en appui plan horizontal sur 2, uneforce F située dans le plan de
symétrie géomérique de 1. Enun point particulier A, le torseur de
liaison 1-2 peut s'écrire sous la forme d'un glisseur (§9.7).
.-A;,-': . - - > XA D
A{A2ﬂ}= - 1 (Dans Opx‘J/-z) A{A211}= Yh {]
A 0 A 0 0

32s1 Constatations

= 1% cas : 1 est en équilibre (F; = 0)

N Ton+ P+ Fi=0

Aoy est incliné d'un angle o par rapport 2 la normale au

plan de contact 1-2, du coté opposé & a tendance au déplace-
ment de 1 par rapporta 2.

REMARQUE : s
Si F; augmente, I'angle d'inclinaison ccde Az augmente.
m 2°cas: 1 est 2 la limite du glissement (équilibre
sﬂci) : Ao + P+ Fo= 0
Ao estincliné d'un angle ¢, (angle d'adhérence) ;
¢,est lalimite supérieure d'inclinaison de Az par rapport & fa
normale au plan de contact 1-2 :

tan @ = u o : facteur d'adhérence
= 3°cas: 1n'est pius en équilibre statique (mouvement
pariapporta2): Ao+ P+ Fy0

ISOLEMENT DE 1

/ M~
- A

b RA &
<\ | -
. : '-'F
I L5 7
/ o s 2o
1
—% F s
O - _G [¥3 i B

b

Ny

-

1
Py

! est soumis a |'action
de trois résultantes :

F, Aoy, P

1 EST EN EQUILIBRE (F, # 0)

[#4
N |
A"H1 \ F:
¢ =
G

1 EST A L'EQUILIBRE STRICT

_
An
I & -
GX\ |
N
A

Py

1 EST EN MOUVEMENT

¢ >

Aznest incliné d'un angle ¢ (angle ce frottement). ¢ reste Ao i =
constant lorsque F3 augmente encore. To -
oest |gerement inférieur & ¢, mais dans de irés nombrewx cas G ¥\
pratiques, on pose ¢ = @g. — A .
tan ¢ = u : facteur de frotiement * Py
LOIS DE COULOMB
@ g et ¢ dépendent : ¢ e @ sont indépendants :

m de la nalure des surfaces de contact (matériaux) ;
®m de la rugosité des surfaces de contact ;
= de I'état des surfaces de contact (séches, lubrifiées).

@ de la pression de contact ;

= de la vitesse de glissement.

m de la forme des surfaces de contact ;
m de l'aire des surfaces de contact ;

Ces constatations sont approchées. En réalité ¢ o el ¢ croissent avec la pression de contact | @ varie avec la vitesse (régime
hydrodynamigue) ; ¢ varie avec la température (embrayages, freins).

* On dit souvent improprement : fcoefficient de frottement.
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32a2 Conditions d'équilibre
Le solide 1 étant isclé :

E={§dﬁ{ il ‘0 =t Nari-etl Ton

— —_— e

Azn = Na2n+Tan

Ao - résultante des forces élémentaires d?de 2sur1.

Ng 11 tésultante des forces normales d NV (perpendiculaires 2 7).
T - résultante des forces tangentielles d Tz (dans e plan 7).
Le facteur de frottement ¢ est défini 2 la limite du glissement par :

fanp = u avec p-w

(| Mzl

Vitesse du point A lié & 1 par rapport a 2

FORCE wORMALE ET TANGENTIELLE

Solide 1
/1 - =
~ P
Ao /l »
~—A - R
/, ;{.—_-.-,,-__ . — f/l
4 ,v' ey — Va2, :
// .:_. / — A? d_N A ‘E’ /—J
£ A& ”, /

CONE DE FROTTEMENT - INTERPRETATION DES RESULTATS

Le céine de frottement est défini par :
= son sommet : au point d'application de la résultante des
actions de contact ou au point de contact ;

droite.

= son axe (A, 7) normal au plan tangent , du coté de la ma- , :
tiere du systeme isolé ; A 7é|'L 3% /
= son demi-angle au sommel : égal a . P W 5
1% cas : si des équations d€quilibre on déduit que : Plan contenant Rsis Direction de la
= Aem est rlans le ciine (o< o) ; (D) et = = ﬂ?:’sdance au

I Tsﬁ” (Aol ton o ; ) : [ glissement )
m Ay estincling & gauche (par exemple) dans (P). e //’;'/(5)/
Alors : il y a adhérence et fendance au déplacement vers pEs o '
la droite. 2
2° cas ; si des quations d'équilibre on deduit que : Plan contenant 4~ " : Direction de la
L Azu est sur le cone (o = ¢). (Dyetn : ? tendance au
® | gl =Nl tan @ : gissement
C A:an est incliné & gauche (par exemple) dans (P). A .
Alors : il y a équilibre strict et tendance au déplacement vers la & 0

3° cas : si des équations d'équilibre on déduit que :
m Az esthors du cine (o> @), ce qui est impossible.
m Asn estincling & gauche (par exemple) dans (P).

Alors ; I'équilibre est impossible, il y a glissement vers la
droite et Az est sur le ctne,

Direction de

VAE 1/2

_..-—"‘ (D)

VAE 1/2

REMARQUE :

Il est impossible de négliger le frottement lorsqu'il est ié aux néces-
sités fonctionnelles du systéme (arc-boutement d'un serre-jeint,

freins, courroies...). Sinon, selon les cas :
m =0;u=0; Ton =0. L'action A; est normale au plan
tangent 2 la surface de contact 1-2. Son support est ( 4, 7).
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32u3 VALEURS DU FACTEUR DE FROTTEMENT p*
3231 MATERIAUX EN CONTACT
Désignation des matériaux Lubrification - Température - Pression u
Acier / Fonle Surtaces séches 0,18
Acier / Bronze Surfaces grasses 0,16
Surfaces graissées 0,10
Fonte / Bronze Surfaces séches 0,21
Fonte / Fonte Surfaces grasses 0,15
Surfaces bien graissées 0,05-0.10
Acier trempé / Bronze Graissage moyen 0,10
Graissage sous pression 0.05
Acier trempé [ Acier irempé Graissage moyen 0,10
Graissage abondant 0,07
Graissage sous pression 0,05
Faible pression de contact et bain d*huile 0,04
Garniture amiantée pour freins d'automabile / Fonte Séches - Température max 140° C 0,35-0,40
Pression de contact 0,2 3 0,6 MPa
Garniture métallique frittée / Acier Seches - Température max 300° C 0,10-0,20
Pression de contact 0,2 2 1 MPa
Coussinet fritté (bronze + acier) / Acier Lubrifiées a I'huile iN1]]
Lubrifiées a la graisse 0,05
Caoutchouc / Fonte Surface polie 0,20
Matiéres plastiques (toutes natures) Surfaces lubrifiées 0,02 -0,08
Polyamide 6 ; 6-6 ; 6-10 / Acier Surfaces séches 0,38 - 0,42
Polyamide 11 / Acier Surfaces seches 0,32-0,38
Polycarbonate / Acier Surfaces séches 0,52-0,58
Polyéthyléne - téréphtalate / Acier Surfaces séches 0,24-0,28
Polystyréne / Acier Surfaces séches 0,35-0,5
Polytétrafluoroéthyléne / Acier Surfaces séches 0,22
Pneus / route goudronnée Route séche 0,60-0.70
Route mouillée 0,35-0,60
Route verglacée 0,10
3232 TAPIS ROULANTS - CHAINES DE MANUTENTION : VALEURS DE pi **
‘Chaine / produit transporté Lubrification Chaine Chaine
standard a friction
Chaine / Acier Asec 0,15-0,25 0,60-0,70
lubrifié 0,10-0,15
Chaine / Verre Asec 0,15-0,20 0,50 - 0,60
lubrifié 0,10-0,15
Chaine / Aluminium, bois, papier 0,10-0,25-0,35 0,60-0,70
Chafne / Résine acétal, polyamide 0,i5-0,25 0,60-0,70
32=33 PALIERS LISSES - PALIERS A ROULEMENTS : VALEURS DE
Paliers a roulement Toute lubrification 0,0015 40,0050
Paliers lisses Graissage onctueux 0,01a01
Paliers lisses Film discontinu 0,01 40,04
Paliers lisses Régime hydrodynamique 0,001 20,08
* Pour états de surface et pressions de contact moyens ** D'aprés calalogue constructeur.
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32 w4 Application

3241 Détermination d'une action
de contact avec frottement

Dans le mécanisme de commande de soupape (fig. 1) (voir pré-
sentation complete au § 37.2), le culbuteur {4, 8} supporte en F
de la part de la soupape 6 une force Feuas. Cette force est dle
2 |'effort des ressorts de rappel 7 et 8, dirigée selon I'axe de la
soupape, d'intensilé ||Rizeel] = 1 034 N. Le contact 5/6 est
ponctuel avec frottement tel que tan ¢ = p2=0,15.

Déterminer les composantes de F_f,g;:} dans le repére local
(F. % 7.Z) lors de I'ouverture de la soupape, (rotation du cul-
buteur dans le sens trigonométrique) a la limite du glissement
(équilibre strict).

SOLUTION :

m Isoler {4-5} : voir l'isolement complet au § 37.2.
Fons, est une action extérieure.

m Le contact {4-5} /6 est-il ponctuel ?

Oui : le sommet du cone est en F, (sinon, il faut le placer au
centre de la laison, ou au point ol le torseur est réductible
a un glisseur).

m Tracer le plan tangent zcommun a6 et5en F.

m Tracer I'axe du cone normal a x{fig. 2).

m Construire les génératrices du cdne, du céié de la
matitre du systéme {4-5) isolé.

La tangente du demi-angle au sommet ¢ du cone est :
tan = 1= (ig3)

m Rechercher le sens du déplacement de {4-5] par
rapport a 6 (fig. 4).

Quand {4-5} tourne dans le sens trigonométrigue, le point Flié
a5 se déplace vers la droite. m peut se trouver dans la zone
hachurée.

m L'équilibre est-il strict ?

Oui : Fepa + 51 estsur le cone, inclinée vers la gauche (sinon
Fsp14 + 5) est dans le demi-cne hachure).

= Rechercher les composantes de Feq .5 dans(F, %, 7, 2).

I Tosa | gqs _|l Tomas |
e I 1034
|| Neusar || e

I Tersar [|=0,15>1034=155N; Feysar :| 1034
0

p=tan ¢=

[ Feyesanll = ¥ 155% +1034% = 1045 N.

@ COMMANDE DE SOUPAPES

D=— —¢C % 1
4 A +
5
1 B.|.. |
* |
F
7.8 0
6 \

\ Sens d'ouverture de soupape

@ TRACER LE PLAN TANGENT 7

Axeducoéne )\
(normal au plan )

& _/\\F‘Ian n tangent
\ a6et{5-4)

enF

Plan =
Zone possible Hota’rior?
= . de { 4,5 i 16
pour Fgus,s V\
Yr = Nﬁf[, q K I /’élissement
Ye=1034 N X ez de{45!/6




32w42 Tapis roulant incliné

Un tapis roulant en chioropréne 2, incliné d'un angle &= 10°,
déplace & vitesse constante des piéces 1 de forme parallélépi-
pedique de 200 X 100 X 100 mm, de poids || P|| = 152 N.
Le facteur de frottement acier/chloropréne est : 121=0,3.

1° Calculer les composantes de la résultante des actions de
contact Aoy dans @.¢(0, %6, Jo, 2). Représenter cette action
en A, point ot le torseur associé aux actions de contact de 2/1

ARY

2° Vérifier graphiquement que I'entrainement des piéces se fait
sans glissement 1/2.

3° Calculer I'angle maximal d'inclinaison du tapis pour avoir un
entrainement & la limite du glissement (équilibre sirict).

est réductible 2 un glisseur - ,{ Az} =

SOLUTION
1° Calculer les composantes de Az, tans so( 0, Xo, yo, Zo)

m Isoler le solide 1: Il est en équilibre.

(translation & vitesse constante) par rapport au repére galiléen
R, (0, %0, ¥0. 20)

m Faire le bilan des actions extérieures :

Actons & isarce {Ters/ 3= | &)
] G
Action de contact : liaison appui-plan 1/2. En A, le torseur de

ljaison est réductible 4 un glisseur: {4z} = “‘%" }
A

w Ecrire le théoréme de I'équilibre statique :
1 est en équilibre sous I'action de deux glisseurs directement

opposts i chpite 2)_
P'I' A2n=0 , A2“=_P‘

Le point A est 2 la verticale de G.
m Projeter Az dans R (B,%,§Z) lié au solide 1:

Toon =l Aenill s @ % ; Nearr =) Ao |l c0s .
Tazpn =152 x sin 10° - Taz1=26,4N
Nazji = 152 X cos 10° . Np2n=149,7N

2° Vérifier le non-glissement de 1/2

A‘E est dans le cone de frottement construit en A*. On
constate que la condition e < ¢ est vérifiée. Il y a adhérence.

3¢ Calculer I'angle limite d'inclinaison

A I'6quilibre strict, Az est sur le cone” = @
Donc : tan er=tan ¢; tan =03 ; a=16,69°.
*Voir méthode de construction d'un cne, page précédente.

93

MANUTENTION PAR TAPIS ROULANT
Tapis roulant 2

Moteur Support fixe 0

d'entrainement

PTET S R
R (O, X0, Yor 2o ) €5t lié 2 0.

ISOLEMENT DE 1

A : point de

Tendance au
glissement de 1/2

Cone .
de frottement

(tan ¢ = 0,3)

oy

Echelle des forces :
lem=50N
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33 RéSiStance (1) PIVOTEMENT DE 1/2

= 0
au pivotement 0
Rotation de Za
Un solide 1 pivote par rapport 2 {2, 4} s'il est en rotation 1/{2 4} 0
autour d'un axe fixe (0, 2). L'axe(0, 2) est généralement - n?
m perpendiculaire au plan de contact 1/2 (frotternent axial si le £
facteur de frottement 2 #0) (fig. 1et 2);
m confondu avec I'axe du cylindre de liaison 1/4 (frotiement -
radial, si p #0) (fig. 2). y
Chaque point de contact appartenant & 1 se déplace par rapport a
{2, 4}. Les forces tangentielles dues au frotiement de 1/{2, 4} s'op- /
) , Surface de contact plane 1/2
posent & la rotation et provequent une résistance au pivotement. Lrdee ce comeelpare
33al FROTTEMENT AXIAL
Ag,
Si ostsoumis de la partde 33 { A, Y= { ) } (3 von eprsent), | (2) EXEMPLE DE REALISATION
— > ﬂ" N T —
m Asn - résultante axiale selon (0,2). 1 zZA | Nonll= | Aan |
m A a3n1 : moment axial selon (0,7). 4
4—\_ A -
1 est soumis de la part de 23 {0,) i /\ (
est soumis de la part de R, /\__..
\Cen o\ #azn /\: Az 1
" ,EE[ = - m : résultante des actions de contact 2A1. / v A de
@f'z‘i : effort normal au plan2-1: Nazn. /\/]\- o) 2 dTpn 18
I#_M.ﬁ='ﬁ A s : moment en 0 des actions de contact de 2/1. \\ NG NN [ Collé loctite
# gap=—Ng4.z* : moment normal au plan 2 - 1. 2

13a2 FROTTEMENT RADIAL

Si 1 est soumis a des efforts de Ia parl de 4 situés dans le plan de symétrie @EXEMPLE .
> > . > y
(A, x,y )de la liaison 4-1, plan perpendiculaire a I'axe de rotation (A,Z ). TTn opposée au

1
Les actions de confact 4/1 se réduisent 2 une résultante dont : 2
! ¢
m le point d"application est le contact théorique A’y ; J
m le support est sur le cone de froltement d'axe (A7) et de E '
demi-angle au sommet ¢ (tan p=y); Tapy
La génératrice refenue est celle qui est inclinée «en ariére» de la nor- \ AN\
male (4',7) par rapport au sens du mouvement ; ;
Sy /\/_,z g P 7 : plan \ Sens de

w lemoduleest |[A'apll= V|| Napll +]| Tanll tangentd4/1 "M __ rotation de 1/4
REMARQUE Le support de A1, quel que soit Ie point d'application A" sur le
Dans le triangle A’AH, rectangle en H, on peut écrire : cercle de rayon A, est tangent au cercle de centre A et de rayon

sh¢=%=‘—:; : AH=R.sing; AH=Cte. r=R.sing.

*Voir expression de N 4 en fonction de R, pau § 12.2 (liaison pivot réelle).



33=3 Application

Un chariot motorisé est composé d'un sous-ensemble
(1)=1{1, 2, 3}, de deux roues motrices 4, et deux roues
porteuses 5.
HYPOTHESES :
m Toutes les actions mécaniques sont ramenées dans le plan
de symétrie (0, X, /).
m Les liaisons (1)-4 et (1)-5 sont des liaisons pivot avec
frotternent.

py = lan ¢y =01, diametre axe : <2 20 .
m Lesliaisons 0-4 et 0-5 sont ponctuelles avec frottement.

o = tan ¢y = 0.2.

ON DEMANDE :
1° D'isoler Ia roue 5 et de vérifier que la roue tourne (méthode
graphique).
2° D'isoler la roue 4 et de calculer le couple moteur maxi, & la
limite du glissement en A. (Négliger la résistance au pivotement
enB)Ondonne: ¥, = 1000N, R =50mm.

SOLUTION :
Question 1: Isoler la roue 5.
1° Recenser les actions mécaniques :

m Dsys est tangent au cercle de rayon 1, .
r=rsing(§332) ; r1=10x01=1.
Tracer le cercle de rayon 1 mm.

& 09,5 est incliné vers la gauche (opposé au glissement
éventuel). Construire le cone de frottement.

2° Appliquer le P.FS. .
5 est soumis & deux glisseurs D5 et Cq5 directement opposés.
Tracer leur support passant par C et tangent au cercle de
fyon: .

3° Vérifier que le support est dans le cone. Si oui, alors non-
glissement en C.

Question 2 : Isoler la roue motrice 4.

1° Recenser les actions mécaniques :

m Agq - sur le cone, inclinée & droile.

E BF;; -inclinée, passant par B.

m C, :couple moteur dirigé selon (0, 7).

2° Ecrire le théoréme du moment statique en B

Holh) + Ap(Byya) + E =0
Yoepgo R+ 0 +Cp=0
1000%02X005 +Cp=0=Cp=

—10N.m.

CHARIOT MOTORISE
Charge

Moteur

I
A

Z /7//(/7///

I Déplacement

3

(Roue porteuse) (Roue motrice)

ROUE PORTEUSE 5 ISOLEE

-

Support

de CE ot 53;5' Cercle

ry=r.sin ¢,

Tendance au glissement 5/0 (roue bloguée)

ROUE MOTRICE 4 ISOLEE
Xa
| Ya

avec: X
=tan ¢o= e

# —
2 YA

BS!-:I =i e

Tendance au glissement 4/0
(patinage)
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34 Résistance au basculement

iew lorsque e solide 1 piv de(C.2
Lebascuement e lorsque e soie 1 pivoteaou ce (€. 2 (1) CONDITION GRAPHIQUE

sans glisser par rapport 4 2* (fig. 1). s
Modélisons I'action de contact de 2/1 par un glisseur appliqué y
enA ‘Azn} {Azﬂ 0, 1 —e f\i f
METHODE : Basculement 4
1° Le systéme est sourmis & Faction de Uois glisseurs concourants. € 1/2 autour % y
Construire le point | intersection de F et P. i) G 4 "
2° Se placer 2 I'équilibre strict et construire A, passant E
par /, incliné d’'un angle ¢ opposé au déplacement.
3 les résultats : 2 5
3° Interpréter les résultats Zg c\l/, | -
CONDITION GRAPHIQUE DE -]‘ = -
NON-BASCULEMENT P ' _Aadroitede C
= (impossible)
tergas: VUL S qan o = Glissement 1/2
Pl
Aest a gauche de C,dans la = Non-basculement 1/2 @ ISUEFIAERELE | A y
surface de contact 2 - 1. s _d ;|
A?_u ﬁ !\}
28 Cas : Mdan = Non-glissement 1/2 \j_'i.._;
1Pl ' i 2 F
Aest & draite de C, hors de la = Basculement 172 FYs ide - 2\p
surface de contact 2 - 1 (fig. 1). GX _I
PRSI MRS |
En écrivant le théoréme du mcmenl statique au point C: = LZ Jean i
Pll.£12—|IFll.c - r | A C ;
NPk~ Y. & ~0; o= LELA2= 1P, - iy
. V] N P e
Comme |[Nl|=IIPIl et uru=||rn nmm Py 7
Ona:d=2% _p.c;d>0= c<— (fig. 2).
2 (3) SOLIDE SUR PLAN INGLINE
CONDITION ANALYTIQUE DE et 6l
187 Cas : RFt .
P — -l Glissement MEFSE
2’ ||;,"" £ » Nen-basculement 1/2 de 1/2
B A r = Non-glissement 1/2
£> E m e m Basculement 1/2 P_Og_i!i_gn limite
= de Am
¢ : hauteur d*application de la farce F (mm)
/ : longueur du conlact enire 1 et 2 (mm)

METHODE POUR DEUX GLISSEURS : (fig.3)
1° Prolonger la force connue P jusqua (ar) : point A.
2° Cﬂwuire le cone A, axe perpendiculaire & (4r).
3° Si P est dans le cdne : non-glissement 1/2.

Si Aest hors de la surface de liaison : basculement. ™ Hmtodusmmciienentisle: o h
4° Si P est hors du cone : glissement 1/2. m Condition de non-basculement : % >tan o

Si Aest dans la surface de liaison : non basculement.
* Voir autre application en dynamique § 56.8.  ** tan ¢ =y : facteur de frottement.

1. Si @ < ¢ : adhérence de 1/2.
2.Siar > ¢ :glissement de 1/2.
&
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(@ Non glissement @ Glissement
non-baseulement non-basculement

| ] 5

® P dans le cbne de frottement.
P+ ‘u“ =0.

m Adans la surface de contact D-1.

P+ Agn#0.

w P hors du cone de frottement.

m Adans la surface de contact 0-1.

P+.‘m=n.

m P dans le ciine de trottement.

m Ahors de la surface de contact D-1.

APPLICATION :

I;{;rs d'une phase de manutention, la piece 1. de poids
P = — 100§ (enN), est poussée par un vérin 2.

HYPOTHESES :

m Leplan (0, X, y) estun plan de symétrie

m 2-1: liaison sphére-plan (ou ponctuelle) sans frottement.
m D-1: liaison appui-plan avec frottement (u = 0,2).

ON DEMANDE :
1° De vérifier la condition de non-basculement 1/0.

2° De déterminer, 2 I'équilibre strict, I'effort de poussee
Bart

HEFUNDE :

1° Isoler la piece 1. -
1 est soumise a I'action de trois inSSﬁmS P 3 AUH a .82_” .La
condition de non glissement est :
4 70
am—. ¥ { -
s ¢ W50
Non basculement.

2° Déterminer By, - voir figure.

. 3= 115

DISPOSITIF DE POUSSEE

2 (Embout de vérin)

€E=T70

A

|

1o: I8

d. By
- o
X

déplacemant|éventuel

PIECE 1 ISOLEE

Echelle
des forces :
10mm, & 50N

|Boyll= 20N

Aon

Boy
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35 Résistance au roulement

Le cylindre 1. soumis a une force F horizontale, reste en équilibre.
Les actions de contact de 2/1 s'opposent & la rotation de 1, et
provoquent une résistance au roulement (fig.1).

ACTIONS DE CONTACT :

Le contact linéaire s'est transformé en contact surfacique, les
actions de contact sont modélisables (fig.2).

En Apar un torseur : En /par un glisseur :
Ran } —— ’Hzﬁ}
A =l ----- — [(aveCH aon =A1), {Aon)= | »
A Azn) N\ ( a2 =M1), (Ao} 1 G

___ _ avec ||F|i=/[P|l.tana
Ron=N+T o vE|I=(ITILI1PII=lINIEIITI|=lIN ]l tan o

|| Rzl - résuitante des actions de 2/1 (N).

o : angle d'inclinaison de la résultante / & fa normale.

l#y'= RIF|  avee [|l#1ll=5. | N]|

|4 || : moment tangentiel de résistance au roulement (N.mm).
R :rayon du cylindre (mm).

|| F || : force horizontale exercée sur e cylindre (N).

é - coefficient de résistance au roulement (mm).

@ ISOLEMENT DE 1

Y
i s RZ:"J
;e
P
/ i F
o
l Plan de symétrie
T, 3
i,/ #, < Moment de résistance au roulement
(2) TORSEUR ET GLISSEUR
B ———t——3 6 e L
= S =] o
Roqn N AN i 1 VA
\ e @
\ I
1 "._L’A - ; -
> 'A +

35a1

CONDITIONS D'EQUILIBRE

1%f cas : non-glissement et non-roulement.

)] ﬂ_a; dans le cone de frottement i o< ¢ ; F= F;;

avec : I-TE force correspondant 2 la limite du glissement :

B 5 < 8y, avec Sy, = Al' - coelficient limite de résistance au
roulement {mm) (voir 3® cas).

2% cas : glissement sans roulement.

L] ﬁ; sur le cone de frottement , incliné d'un angle o tel que : = 9;
B Condition de glissement F >F E;

;'E force limite avant I'apparition du glissement.

W Condition de non-roulement : < &y, (A'= 8im ).

3€ cas : roulement sans glissement.

] ﬂ; estdans le cdne de frottement :  p< ¥ i
W Condition de roulement ; F >Fg el:d=dy,. B
F g force limite avant I"apparition du roulement. 2
-] Sim
Fgll = et fan op = —.
[| Fall = ok
Discussion : m Si ! Fgll < | Frll:le mouvement débule par un glissement sans roulement

mSi'Fall < |IF .-; [+ le mouvement débule par un roulement sans glissement.
® i || Fal| = ||Fgl|:le mouvement débute par un roulement et un glissement (rare).

* Pour des raisons de clarté, la déformation n'est pas représentée.




352 Meéthode de recherche

Latorce|| B 1|, fa force de tirage || 7 | sont déterminées par
'¢tude de I'équilibre statique d'un galet. Le rayon A de fa roue,
les matériaux en contact sont connus. Pour vérifier que le galet
roule sans glisser, on peut suivre les étapes suivantes :

Rechercher &, dans le tableau ci-contre
Calculer tanap;:% puis é;%ﬂ 1PN =1F

1

Condition de non-glissement®

& '-v&,riﬁae_:? fan ap < tan @ 2 \oul
. O :
ou: 4 <lan
_ {__
/ Condition de roulement
non”  werifige? I IS HFI?  oui
o 171> m i 7

1
. Galet Le galet roule
Le.gale gllssa imrnobile) (sans glisser
35a3 Exemple de calcul
Un monorail 1 supporte une charge de 10 kN également répar-
tie sur les deux galets 3 et 4 en acier. lls roulent sur un profilé 2
en acier. Leur rayon est A= 100 mm. Le coefficient de roulement
acier sur acier est &: =4 x 10~* m. Calculer I'effort horizontal
Fion écessaire pour déplacer le monorail.
Hypothéses
—Le poids des galets est négligé.
— Le facteur de frottement en C et Dest néglige.
— Le systéme présente un plan de symétrie vertical.
Isoler le galet 3
Il est en équilibre sous I'action de deux glisseurs directement
OppoSEs ;
G0 Aogs + Cys = 0 (/A e G sont inclinés d'un anglec).
—4
Ona: tan o-90 . tan a=- 410 :tan o =0,004.
100 %107
En projection dans R (C, %. 7, Z) , on peut crire :

Gi;=”F—“m“ -F-”L”.?’ - d'oil fan o Faul :

L 1Pl
| Frinll =l P 1l . tan & ;
Il Fo [ = 10000 0,004 : || Foun || =40 N.
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VALEURS DU COEFFICIENT DE RESISTANCE
AU ROULEMENT : é;,,

Matiéres en contact . §||m _(En m)
Fonte sur acier _'.‘i_xﬁ“'
Acier sur acier 4x10-4
Roue de wagon/rail sec 5x10-4310-3
Fonte sur bitume gx10-3
Fonle sur sol en ciment 15 10-3
Acier sur sol en ciment 15x10-3
Roue métallique/ciment 2x10-2
Caoutchouc sur bitume 3a15x 103
Roue d"automabile/bitume ax10-?

MONORAIL DE MANUTENTION

3

i

3

{—l'

; V5

GALET 3ISOLE

Point théorique d'application de .ﬁ;,;\

Roulement de 3/2

>t
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36 Arc-boutement

Soit le serre-joint ci-contre. Il y a arc-boutement de 2 par
rapport & 1si, quelle que soit I'intensité de la force Csq QUi
tend & déplacer 2, ce demnier reste immobile par rapport & 1
grace au seul phénomene de I'adhérence.

PREMIER EXEMPLE -
Dans le sere-joint ci-contre, on donne|| Csqll, b, H, = tan @
en Aet B. Déterminer fa condition de non-glissement de 2/1.

HYPOTHESES :

m Jeu important entre 1 et 2. Solides indéformables, contacts
ponctuels en Aet B

m Liaison appui-plan 5-4. Torseur réductible a un glisseur
horizontal en C (patin 4 monté sur rotule). Poids de 2 négligé.

SOLUTION :
1° Isoler I'ensemble {2, 3, 4} a I'équilibre strict (fig. 2) ;
2° Recenser les actions mécaniques exiérieures (fig. 3) ;
3° Ecrire le principe fondamental de la e la statique :

el o
al B ABXB”Q A CXESM

m Théoréme de la résultante stallque

Ay + By +Cspg =0 ()
sur (0,X): — wllNall = wllWgll + ICsall =0, (1)
sur (0, ) |Nall = [[Ngll = 0. (2)

= Théoréme du moment stahque enA:
O +AB XByy +AC X Cepy =0 (II)
I Cssall (H+ hi2) = wllNgll.h = INgll-£=0 @)
de (2) onfire: NIl = INgH = IV
(1) devient: — 24|V ]| + | Casall = 0. [ Corall = 26|V ] )
IN].+ w|IN].h

de (3) ontire : || Coyall = HT 2 (3)
INI.€+ LA
@-: 2ulfif- AL

= A réquilibre strict: [H = €/(2p)].
m Condition de glissement : | Cesl > 2u|IN|

Ni|. €+ w||N|.h
[l-e+ wlllh o ez

H+ hi2
= Condition d'arc-boutement :

ICsall > 20N] ; [ H> €l(2m) ] .

(1)SERRE COINT

(2)ISOLEMENT DE (2, 3, 4)

Az

Vers l'intérieur de la maliere

et opposée au déplacement

Déplacement _

eventuei

Plan
tangent
alet?2
cC|
@ Liaisons Représentation Torseur
géométrique transmissible
Liaison [Ay2) = (A O
ponctuelle 4 ‘( }
1-12,3,4) Dans (A, X, ¥, 7)
S AL
normale : = HF
(A ¥);n#0 iy Ul
Liaison Byz) = By, 0
ponctuelle "{ g ‘ }
Cenire B —
normale : _“}:%!:r
(B,y);pp#10 n"
Liaison {sm}.JE; 0)
appui-plan C;; £ 2!
5-12,3,41 % __[IEl
Cspy :

* La liaison rotule 4-3 entraine une répartition sensiblement uniforme des actions de contact 5 - (2.3 4}




DEUXIEME EXEMPLE :

Le dispositif anti-dérapant ci-dessous* est composé de six bras tirés
radialement de fagon concentrique par un mécanisme contenu dans
e boitier central 9. Lorsque le bras 3, par exemple, passe & la
verticale, le pneu s'écrase, le bras coulisse dans une rainure de
guidage du boitier 9 et la force de serrage s'annulle. Le dis-
positift donc centré et équilibré au cours de la rotation
de la roue.

On donne : /=140, u=tan p=04en Bet Cde3 sur 9.

Rechercher graphiguement la condition de non arc-boutement
entre 3 et 9 et trouver la valeur de ¢ donnant la position limite
par rapporta (0, %) de laforce de Aers du crampon 6 sur 3.

Hypothéses :
= Le poids des hrgs et des crampons est négligeable devant
la force de serrage || Il =220 N.

= |l existe un plan de symétrie (0, X, /) dans le plan médian des
bras pour les efforts et [a géométrie.

w Sous I'action de la force A/ Ie bras remonte, bascule, et vient
en contact ponctuel en Bet Csur 9.
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SOLUTION :

1° Isoler 3 & I'équilibre sirict.
2° Recenser les actions mécaniques extérieures -

oo [—IBealsing 0
Blgw}=[8-§”}= ~|Baslcos @ 0

R I | 0l g7z

o 'H@"Sin(" 0

c{ﬂeﬁ!=|§3)= +iCylcos @ 0

. A B 0

E‘] {+||@\.1'
i] A 0

-

(x2)

B

A{A&.?]:
A (xy.2)

3° Ecrire le principe fondamental de la statique :
gtBas}+ gl Coz} + p{Aea} = {0}

4° Résoudre graphiguement :

Le systeme est en équilibre sous I'action de trois glisseurs coplanaires™ :
m # =0 < lestrois résultantes sont concourantes en /
mS=0clk dynamique est ferme.

Les constructions sont expliquées ci-dessous.

On trouve que si #; < 175, il y a glissement de 3 sur 9.

DISPOSITIF ANTI-DERAPANT (POUR NEIGE)

EQUILIBRE DE 3 ISOLE

4 < ¢: pas de possibilité de point
"~ de concours, équilibre impossible

(glissement 3/9)
Y =.l¢c
1 A
caf A
! ™ i
B — W<

me 4
Arc-boutement | arc-boutement =i/
B

METHODE DE CONSTRUCTION ET DE RECHERCHE

1° Prolonger les supports connus (E‘;?s, B_g;;] jusqu‘a leur point de
concours /. Hachurer les zones dans lesquelles peuvent se trouver
Coss e Bagyq pour I'équilibre.

2° Tracer une verlicale passant par I. 8i :

B Le support de Km est @ gauche de /: arc-houtement.

M Le support de Ag/3 est 3 droite de /: I'équilibre de 3 est impos-
sible, il y a glissement de 9 sur 3.

Y
—._h. 3 = qn
L =
Cgjq, Bgp, A o
CnBendsl )2
concouranies a '8
enl’ I — )] E
L'équilibre est ) | £ E
possible Agsa 2a
y A -
"""Cﬂ'_".'ﬂ],m z 0

Ags effort de I'axe de fixation du crampon 6
sur le bras 3

* Brevet déposé par |'un des auteurs de I'ouvrage.

** Voir théoréme chapitre 42.
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37 Principales étapes d'un probleme

de statique
37=1 Meéthode générale

Définir |'objectif, délimiter le systéme, poser les hypothéses

-

A i Définir les classes d'équivalences, (re) tracer le graphe des liaisons,
(re) dessiner le schéma cinématique

Nouvelles ™\ Nor 5

hypothéses

sur liaisons ?

Isoler un systéme (S) ou un solide, recenser les actions extérieures -
m écrire les torseurs associés aux actions & distance,
m écrire les torseurs transmissibles aux liaisons

-

= Non < Plan de syméirie ?>
et ik | Oui
ou solides Ecrire les torseurs simplifiés s'exercant sur ()

Comptabiliser m Les inconnues statiques : n; = Les équations significatives™ n
Calculer I'ordre d'hyperstaticité ; h=ng—n

A

| Oui

Non - i, W
< h=07 Probleme isostatique? >

Ecrire le principe fondamental relatit 2 I'équilibre de () : S=0, My=0

\Ghmx d'une méthode de résolution >7

Résoudre analytiqguement Résoudre graphiguement

Résoudre par l'informatique

L

Analyser, interpréter les résultats, vérifier les hypothéses

I

- Non < Hypotheses qonﬁn‘né_es ? Inconnues toutes déterminées ? >

| Oui

( Fin du probleme de statique )

* Equations difiérentes de - 0=0.




37=2 Exemple d'application

Un mécanisme de commande de quatre soupapes d'un méme
cylindre de moteur & explosion comprend (fig. 1) -

w 2 linguets d'admission 10, 2 linguets d'échappement 2,

u 2tiges de culbuteurs 3,

m 2 culbuteurs d'échappement 4,

m 4 poussoirs hydrauliques a rotule 12, permettant |'articu-
lation des linguets et le rattrapage automatique des jeux de dila-
fation de la commande.

1'¢ ETAPE : cerner I'objectif

Connaissant efor exercé par la soupape 6 sur 5 [ Fgs | = 1 045N,
calculer I'effort A, dans le but de vérifier la condition de non-

matage en A (fig. 2).

m Analyser le fonctionnement

Caractériser les mobilités
L'arbre & cames 1 est entrainé par le vilebrequin 2 'aide d'une
courroie crantée. Les cames d'admission agissent directement sur
les soupapes d'admission 11 par I'intermédiaire des linguets 10.
Les cames d'échappement actionnent les soupapes 6 de méme
nom, par l'intermédiaire des linguets 2 (fig. 1 et 2), des tiges 3,
des culbuteurs 4, articulés autour d'un axe solidaire de la
culasse 0.
Les soupapes 6 sont guidées dans des bagues de bronze.
Elles sont appliquées contre 5 par deux ressorts 7 et 8.

w Poser les hypothéses simplificatrices

Les liaisons pivot d'axe (E, Z') et rotules (de centres B, C, D)
sont parfaites (sans jeu, sans frottement). Le centre B de la rotule
du poussoir hydraulique est considéré comme fixe par rapport
2 la culasse 0. Le contact entre 5 et 6 est avec frottement, tel
que: tan g = pu=1015.

Les poids propres des piéces sont négligés devant ['intensité
des actions mécaniques aux liaisons.

Il existe un plan de symétrie pour la géométrie et les actions
mécaniques.

2¢ ETAPE : tracer le graphe des liaisons

Au préalable (méthode développée au chapitre 5),

m définir les classes d'équivalence (groupe de piéces sans
mouvement relatif entre elles),

m rechercher et identifier les liaisons entre ces classes.

103

(1) COMMANDE DE SOUPAPES

3 2
D - C L
(. - o
; AU
V2
1 +
Xa
\ X B¢ 1 en rotation
. par rapporta 0
‘ ! 7-8 Effort connu (§ 32.41)
0 ___|-155]
¥ Feas |1 034
Ok F. %1 Yor 25)

@ GRAPHE DE LIAISON

Liaison entre 2 et 1 de centre A (ou de contact A)

D, s.5: rotule B, :rotule
E; 5.0 : pivot lgo : pivot glissant
Fa5.6 : Sphére-plan A, :sphere-plan
Ca5 :rotule Hi : pivot
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m Représenter le schéma cinémalique

Le mécanisme présente un plan de symétie pour la géomélrie
et les actions mécaniques. Nous optons pour le schéma plan
représenté figure 4.

38 ETAPE : isoler le(s) systéme(s)
m Systéme soumis a deux résultantes

3 est en équilibre sous I'action de deux résultantes direc-
tement opposées” : C% et D4 573, Portées par la droite DC.
Leur intensité reste inconnue.

m Systéme soumis a trois résuitantes
Isoler le culbuteur {4. 5} :

m Ecrire les torseurs transmissibles aux liaisons dans le
repere galiléen (£, x .y, Z ) liéalaculasse 0 :

Xp 0
Liaison rotule 3 - {4, 5} : piDyy 51 =10 0
;L0 0

(Le support de 03,.4:; est selon DC : voir I'isolement précédent.)

Xe 0
Liaison pivot 0 - {4, 5} : elEgast=1Ve O
00

(Le mécanisme posséde un plan de symétrie (€, X, 7).)
Liaison sphére-plan 6 - {4, 5} :
—1045sin{a+¢) 0
F{Fﬁf.gjl F— { 1 045{;03(0' -+ gD) U]
F 0 0
m Ecrire les torseurs associés aux actions 2 distance -

Aucun (poids négligés, pas d'actions électromagnétiques).

4% ETAPE : calculer I'ordre d'hyperstaticité de (4, 5)
m Nombre d'inconnues : g =3: Xp, Xg, Y.

= Nombre d'équations : n = 3 (probleme plan).

m h=3-3;h=0.Probléme résolvable.

@ SCHEWIA CINEMATIQUE PLAN

@ ISOLEMENT DE LA BIELLETTE 3

D-D_M; czraC
@'_' [

SlJpport de D,.:[l,fs et C

. selon DC

@ ISOLEMENT DE {4, 5}
Axede 3

Normale au plan
tangent a 6/5

Sens du déplacement de {4, 5} /6

Guide élémentaire pour interpréter les résultats

Cas 1 | Possibilité de modification

Tout résuitat doit Etre analysé et jugé :
m L’action de contact est-elle dirigée vers la matiere ? Oui.
Sinon : erreur ou modifier 1a nature de la liaison (cas 1).

= Le linguet supporte une force |Hm;|[ = 1900 N sur
un contact ponciuel.

Ce contact résiste-1-il au matage ?

Calculer Ja pression de matage par la formule de Hertz
(voir § 47.23).

pour certains mécanismes

Force dirigée vers I'extérieur de
la matiére du systeme isolé :
impossible !

Remplacer le contact ponctuel
par une liaison pivet.
(Reconception)

* Voir théoréme chapitre 42.




5€ ETAPE : écrire le principe fondamental de la statigue
m Le systéme {4, 5} est en équilibre.

m Rechercher le point ol il y a le plus d'inconnues.
(Le changement de point de réduction des torseurs y est
simple). Ici: E

m Ecrire que Ia somme des forseurs d'actions mécaniques
extérieures sur {4, 5} au point Eest égale & un torseur nul ;
5{03;4_5} +r 1-‘.'-@;4.5} + g (Fgu 5= {0} (voir§315).

6° ETAPE : choisir une méthode de résolution

m Le systéme {4, B} est en équilibre sous I'action de trois
glisseurs. C'est un probléme simple.

m Les hypothéses simplificatrices sont nombreuses :
facteur de frottement et jeu négligés en E et D. Effets dyna-
miques négligés. ..

m Les fichiers CA.0. — DA.Q. définissant la géométrie des
pieces, la nature des liaisons, les efforts appliqués n'existent pas.
m Dans ce cas, privilégier la rapidité et la simplicité : la
méthode graphigue convient.

7¢ ETAPE : résoudre par la méthode graphique
m Lethéoréme de la résultante statique s'écrit :

Dys 5 + Eqig 5+ Feu5 = 0 & dynamigue fermé.
m Le théoreme du moment statique s'écrit :

He(Daus) + He(Eqas) + HelFegag) = 0 & trois résul-
tantes concourantes en /.

8¢ ETAPE : isoler le linguet 2

m Lelinguet est soumis a Iaction de trois résultantes paralléles.
Cay2 st connue par l'isolement précédent.

La méthode graphigue du dynamique et du funiculaire
siapplique. On trouve | 41,1l = 1900 N (voir § 44.2).

g® ETAPE : interpréter les résultats
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@ RESOLUTION GRAPHIQUE DE L'EQUILIBRE

DE {4,5}

Dy

-

$=0

Support de D_-M

N

Support de E‘E;

(passe par [)
B

[| Fe5ll= 1045 N
| Ecall=1900N
[ Dsali=1120 N

Guide élémentaire pour interpréter les résuitals

Cas 2

m L’action garantit-elle le non-glissement s’il est recherché ?
Oui. Sinon : erreur ou modifier la nature de la liaison.
Cas 2 : force hors du cine de frottement : impossibie !

m L’action est-elle compatible avec la position de la surface
de liaison ? Oui, sinon : erreur ou modifier Ia surface.

m Le matage est-il évilé ? Oui, sinon : erreur ou agrandir
I"étendue de la surface de liaison.
Passer d’un contact ponctuel 3 un conlact lindaire ou surfacique.

Impossible !
—= iy Non-
\ .~

glissement ?

1 A

Cas 3 : force hors de la surface d'appui : impossible (basculement),

e s e
. F Cas3 Possibilité de
e modification
_Azhii .
: S Azn
N
Impossible !
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38 Ordonnancement
des 1solements

Une suspension arriére de moto est représentée sur la figure 1.
A Varrt, Ieffort de laroue 1 sur 2est Dy, = 2000 5 (en N).

Tous les efforts sont ramenés dans le plan de symélrie
(0.X,5).

On demande de trouver l'ordre des isolements afin de
déterminer les actions mécaniques aux articulations A, B, C,
en utilisant le graphe de liaison.

1° Reporter sur le graphe de liaison (fig. 2) le nombre d'in-
connues statiques ().

2° Isoler le systeme le plus global (S) reliant le solide sur
lequel s'exerce la force connue aux actions recherchées
(8)=1231 ns=2+2=4 (fig.2).

Nombre d'éguations : 7= 3 (probléme plan).
h=4 — 3 =1_Résolution impossible.

3° Rechercher dautres isolements.

(So) =12} ny=4; (S3) =13} n;=4.
Aucun isolement ne permet de résoudre a Iui seul un équilibre
(fig. 2).

4° Isoler lefs) systéme(s) de deux glisseurs (S3) = {3}
ng= 4 deux glisseurs directement opposés = support selon
AB(fig. 3). En A et B, il reste une inconnue (la norme).
Reporter cette donnée sur le graphe (fig. 4).

5° Isoler le(s) systtme(s) de trois glisseurs sur lequel
sexerce la force connue. (S5) = {2} ng=3,n=3.
Résolution possible (fig. 4).

M,.'z 0 & Trois glisseurs concourants.
=0 Dynamique fermé.
18451 =3400N lcgpll =2000N.

6° Isoler 2 nouveau 3. By est connue (actions mutuelles)
On trouve AE; — ETQ; "Eg?g“ = 3400N.
Le probléme de statique est résolu.

(1) SUSPLISION ARRIERE DE MOTO
3 Amortisseur

0 Cadre

Support de Ags et de By

(4) ISOLEMENT DE 2
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30 Choix d'une méthode de résolution

Il est important de connaitre les caractéristiques d'une méthode
pour faire un choix judicieux.

39s1 Méthode analytique

Flle permet de résoudre des équilibres de systémes :

= Soumis 3 des torseurs quelcongues dans I'espace
(exemple 1 poutre encastrée).

= Soumis & des glisseurs non coplanaires

(exemple 2 arbre de boite de vitesses ; chapitre 41).

m Soumis & des résultantes dans le plan et des moments non
nuls (exemple 3 : montage automatisé ; chapitre 40).

m Occupant plusieurs positions dans le plan ou l'espace
(robots) nécessitant un paraméirage des aclions.
Les calculs sont parfois complexes et lents, mais précis.

METHODE ANALYTIQUE (EXEMPLES)

—

39=2 Méthode graphique

Elle permet de résoudre les équilibres de systémes :

= Soumis 2 des glisseurs coplanaires : contacts ponctuels
dont les normales sont dans un méme plan (voir chapitre 37
commande de soupapes).

= Soumis 3 des actions de contacts concourantes en un
méme point (exemple 4 : commande de godet ; § 42.2).

m Soumis & des torseurs dont les invariants scalaires sont nuls :
S M = S.My=..=0). lls sont donc réguctibles & des
résultantes aux points appartenant aux axes centraux (exemple ).
Cette méthode nécessite :

de concours ;. .40 de_:_[Duz},_

¥

m des tracés soignés, aux instruments, a partir de plans precis, Conseil pour la résolution

= des hypothéses simplificatrices justifiant la précision Pour résoudre un probléme, ne pas hésiter a utiliser conjointe-

moyenne, mais rapide, de la méthode. ment les méthodes analytiques et graphiques, en choisissant
4 chaque stade celle gui est Ia mieux adaptée.

393 Méthode informatique

Elle permet de résoudre des équilibres de systemes :

= soumis 2 des forseurs quelcongues, complexes,
composés de nombreux solides (exemple 6 : charpentes métal-
liques, systémes frianguls),

= hypersiatiques (exemple 7 : poutre sur trois appuis),

m occupant différentes positions dans I'espace (presses...).
Cette méthode nécessite la création de fichiers dessins )
mémorisants les données numériques de la géomérie des . A lF |
solides (démarche D.A.0.* - C.A.0 *7). @ i

) B C
I
m Lorsque les fichiers dessins existent, les calculs sont _I-i .,‘I:, .;t:,

rapides et précis.

METHODE INFORMATIQUE (EXEMPLES)

* D A0, - dessin assisté par ordinateur.  ** C.A.0. : conception assistée par ordinateur.
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40 Résolution analytique dans le plan

Un probléme est considéré comme plan si la branche 2,
par exemple, est en équilibre dans le repére % 5 (B, X , ' ) sous
I'action d'actions mécaniques dont les résultantes sont dans
le plan de symétrie (P) et les moments éventuels
perpendiculaires a (P).

Le principe fondamental de la statique appliqué & 2 s'écrit :

F=0
“ .~ (notation § 315).

sl Fap) =10) ~F =0
=

La méthode de résolution analytique consiste a :
= projeter A el Ag dans R 2 (B, X, ¥, Z):
R =0 e« Enprojectionsur (B, X): X=0 (1)
* En projectionsur (B, y): Y=0 (2)
Mg=0 o Parrapporta(B.Z) : Np=0 (3)
= résoudre le systéme de 3 équations a 3 inconnues.

EXEMPLE DE CALCUL 1 :
L'arrache moyeu sert & désolidariser la bague 6 moniée 2 la presse
sur l'arbre 7.

A l'aide de Iécrou 4, 'utilisateur régle I'écartement des branches 2
en fonction du diamétre de la piéce 8. Lorsqu'il tourne la vis 1en
appui sur l'extrémité de I'arbre 7, I'écrou a chape 3 remonte ef
entraine les deux branches 2 et la bague 6.

HYPOTHESES :

m Poids des pitces négligé devant les efforts aux liaisons.

m Conlacts ponctuels parfaits entre 2-4 en A, 2-6 en C.

m Frottement négligéen A, B, C.

m |l existe deux plans de symétrie : (D, X, ¥), (D, Z . )

On donne Dy =10 000 . Calculer Ceyy , Byz , Agpp
dans la position A (extrémités C et C'rapprochées).

SOLUTION :

1° Isoler I'arrache moyeu (§) =1{1, 2, 3, 4, 5}:

= Recenser les actions mécanigues sur (S).

Liaison 7-1 - Ligison 6-2 = Liaison 6-2 Y
Sphére-plan (D, y') | Sphére-plan(C,¥) | Sphére-plan (€', ¥)

00 00 0 0
n[ﬂm]= 10000 0 5[85!2’= ye 0 5"{364'2} =1y 0
o 00 el 0 el0 0

= Rechercher les symétries : le plan (D, ', Z) est un plan

de symétrie d'otl Yo = Vp.

= Ecrire le théoréme de la résultante statique/ (0, ) :
2Ye+10000=0 ; d'otl Yp=—5000N.

PROBLEME PLAN : BRANCHE 2

Plan de

p———
symeétrie (P)

—r———
A gayos Masior Mospo
1LaP

Hypothéses : liaisons A, B, C réelles avec frottement

(voir § 12.6 et § 12.10)

ISOLEMENT DE L'ARRACHE MOYEU (5)

2L
4 il
A { 3 ; A
: il
3 j H
@ 7@
1 r I B,
i /\ | OF] \‘
(s \

2 |
- 90| %
1= == > p
" ﬁ: L N
i |2§ _'Q__.,.. %QJ I =
7 8- )
b -om i oy

Support de Dm"

Support de CE

Y




2° Isoler une branche 2 :

= Recenser les actions mécaniques sur 2,
(dans B, X, y,Z).

Liaison 6-2 Liaison 42 Liaison 5-2
Sphére-pian (C, )|  Sphére-plan (A, 1) Pivat (B, 7')
00 =1l A4z l1sin50° 0 Xy Ly
wmh[-sm u] At =1-lAg; |Isin50° 01| (B2} =1¥5 Mg
| ¢t 00 A 0 0 glZpg 0

= Rechercher les symétries et simplifier les torseurs :

Le plan (B, x , y') est un plan de symétrie ; le torseur g{Bxp
se simplifie: Zg=0; Lg = Mg= 0 (voir chapitre 8).

Xg 0
Yg .
0 0

= Rechercher I'ordre d'hyperslalism :

Nombre dfinconnues : 1 = 3 (1A 45ll, X, YB)] _,
Nombre d'équations : n = 3 (probléme plan) e
h=3 — 3; probléme isostatique donc résolvable.

{35;2| =

w Ecrire le principe fondamental de la statique :
plCes2} + plAap) + glBspp } = {0}

Le point B est choisi comme point de réduction car c'est
en B qu'il y a le plus d'inconnues.

m Ecrire le théoréme de la résultante statique :

Cope+ A Bap =0 m
0 — | Ay ll cos50°+ Xg =0 (1)

~5000 — [| A4l sin50°+ Yy =0 (2

m Ecrire le théoréme du moment statique :

BC X Cepp + BAX Agp+0=0 (1)

2 0 (2 —||A!,_%||.m350 ;
—100 | x [-5000 |+{37 | x| -1 442l .sin 50° | = |0
0 0/ \0 0 0

~105-lA,ll. sin50°x2+||§[,;||.ms50°><37=0 (3)

De@ontire: | Agpll= === Al ~4490N

22251
(1) devient: — 4494 x cos50° + X5=0;  Xg=~2800N
(2) devient : — 5000~ 4494 xsin50°+ Y= 0; Yg=~ 8 440N

Calculer || Bell = VX + VE:

185 Il = V288872 + 844262 ; || By, | ~8920N .
* » est e signe du produit vectoriel.
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ISOLEMENT DE 2 _
ODJt y

5
2 4 Support de Az
Jgi‘v PP 412

50°

f =
A \.!A)\ ﬁ /?

Bs/p ?

EQ
)
"’/
’

x4

100

Contact A, B, C parfaits
(sans frottement g = 0)

% Cer =~ 5000y

Notations : 5 {Cg, } se it : torseur associé aux actions mécaniques
de 6 sur 2 de la liaison C, exprimé au point de réduction B

Changement du point de réduction d'un torseur

cACep) = [ ben l (cas général)
c\ Acep

Relation fondamentale {voir chapitre 76).

Cepo
(c 1:|_ G
e ﬂcey+ﬂﬁxcﬁm

lci - Mgﬁ;g 0 (liaison spheére-plan parfaite), il suffit de calculer
BS X 05;2

e o= 20 0
BCXCSQ! (—1[]'[] X —.50&0 —7
0o faso -
0 &5 0 —
-100 3, —5000
i 0 -
B‘:XC&.‘Q ; 0 -
-20x5000] =——
De méme :
oo S g 2 ik
BA x A;‘l'rzl %= ||A4;g ”. sin 50°
0 0
P 0
BA X Ay x 0.
= Ilqu;z"-Siﬂ 50° x 2 + IIAQ;Q .
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41 Résolution analytique dans 1'espace

Un probleme est considéré comme spatial si le solide 1, par
exemple, est en équilibre dans le repére R (A, X, ¥, Z) sous
I'action de résultantes non coplanaires et de moments
guelconques.
Le théoréme fondamental de la statique appliquée & 1 s'écrit -
AFi =0 £ Ei_“ g U notation § 31.5).
¥

AN =

La méthode de rés_qlulion analytique consiste a :
® Projeter A et 4, dans &, (A, X, ¥,2Z):
« en projection sur (A, x): X =0 (1)
Agi=0 I « en projection sur (4, ¥): ¥ =0 (2)
« en projectionsur (4, Z): Z =0 (3)
» en projection sur (4, x): L, =0 (4)
Huin = ﬁ’[ « en projection sur (4, ¥): M,=0 (5)
« en projection sur (4, Z): Ny =0 (6)
™ Résoudre le systéme de 6 équations 2 6 inconnues.

41wl Calcul d'un arbre secondaire

Une boite de vitesses d'automobile au « point mort » est
représentée ci-dessous. Le couple moteur s'exerce sur I'arbre
d'entrée 3. Il est transmis & l'arbre intermédiaire 1 par le
pignon P en prise avec Py . L'arbre 1 entraine en permanernice

PROBLEME SPATIAL B

Resultantes A?;,, 8_2;1
C,;1, Ds;y quelconques

21
\ .

—_— —

A?h
y 4

Moments Afa;,, "ﬁnz;:
L, s | quelconques

les pignons 4, 5, 6 en liaison pivot avec |'arbre 7. L'utilisateur peut
déplacer, a I'aide des fourchettes 12 ou 13, les bagues 10 ou 11. Ces
bagues, en liaison glissiére avec 7 gréce & des cannelures, peuvent
gtre liées en rotation aux pignons 4, 5, ou 6 par les crabots™ Cs, Cy,
C, ou Cg selon le rapport de vitesse choisi par I'utilisateur.

BOITE DE VITESSES ***

r
L

3 Arbre d'entrée
8

1 Arbre intermédiaire

Jeu pour dilatation *
(évite les contraintes
axiales parasites

sur les roulements)

* Voir chapitre 69, Contraintes thermiques. ™ Crabots : fines dentures.

** D'aprés document SKF.
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41=2 Exemple de calcul (T) SCHE?*A CINEMATIQUE

La figure 1 représente le schéma cinématique de la boite de
vitesses de la page précédente, lorsque 5 est solidaire de
l'arbre de sortie 7 (pour des raisons de clarté, les pignons 6 et 4
ne sont pas représentés). L 'éude porte sur cette situation.

w Les poids propres des éiéments sont négligeables.

P
HYPOTHESES : 3_7% '
m Lesefforts de 4 et 6 sur 1 sont négligeables.
eO56
I

@273
3 52
>

m Les liaisons sont sans frottement. 2

m Les engrenages sont & denture hélicoidale* (fig. 2). L'angle e Y | 77
d'inclinaison des héfices de 1 est B = 20° dans le méme sens. 16 94 >

L'angle de pression est ar = 20°. -

m L'angle de rotulage™ de 1/2 en Aet 1/2 en Bne dépasse pas Py o

435 (fig. 3). Le roulement 9 supporte I'effort axial. La liaison 1-2
en Best une liaison rotule ; 1-2 en A est une liaison sphére- @ ENGRENAGE HELICOIDALEN C *
cylindre (jeu axial > 0). Angle d'inclinaison d’hélice

m Les liisons 3-1 et 5-1 sont des liaisons sphére-plan. ﬁ‘
On donne  le torseur associé aux actions mécaniques de 3/1
- 1565 0
clCapyl= {—1665 0 (en N).
cl 4300 0)(753)
On demande de déterminer les torseurs associés aux actions
mécaniques de 2/1 et 5/1 :
alAan} o elBan) o p{Dsal.
SOLUTION :
Isoler I'arbre intermédiaire 1. F
= Recencer les actions mécaniques exercées sur 1 : F
 Natwedelaliaison | Torseurtransmissible*** | F Effort sur
— F =Cay une dent
3-1 liaison sphére-plan : it ::g o“
Centre €, normale (C, ;) T aam 0 ANGLE DE ROTULAGE **
Axe de la B.l. avant I'application des charges
Axe de la B.l. aprés N Bague
2-1 liaison sphére-cylindre : (Agnl = 3 : application des extérieure
centre A, axe - (A, 1) a1 charges (BE)
Angle de |. Bague
51 liaison sphére-plan - ﬁ: rotulage  } intérieure
centre D, normale (D, a;) avent ozp 0 [ B.1)
¥ v %R g
X 0 ., i T~ G R —
21 lialson rotule : centre 8 il = r: 0 J - / "\ Centre de
slZg D [ Opmax=425'] rotulage

* Valeurs des efforts surune dent §41.2. ** Voir définition § 19.7.
=** & ra <tarte du caleul. fes efforts induits par les routements conigues ne sont pas pris en comple.
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w Rechercher une relalion enire les composantes de D g ;"
Exprimer Xp, Ypen fonction de Z, (par exemple) :

X,
Danslerria'ugleDJH:tanz‘U":—}-g Xp=—2Zp. tan AP,
'
%
Dans le tiangle DEH: tan 20° = — —2—: ¥, = —[| ]| tan 20°
ol (1)
. ’ N— Z
Dans le triangle DUH: cos 20° =— —2— - || p'l|l=- @)
o] s 2°
En reportant (2) dans (1) : ¥ = (Z, fcos 20°) . tan 20°
~ Zp .t 20° 0
d'ott : DID5ﬂ1= ZD (tan20°160320°} 0¢.
z 0

m Calculer I'ordre d'hyperstatisme

Nombre d'inconnues statiques de liaisons : n, = 6.

(Ya:Zn. Zp, X, Vg, Zg) ; h = ng— 6 (probleme spatial).

h=6—6=0; (probléme isostatique soluble).

= Appliguer le principe fondamental de la statique

atAon} + s{Can} + slDsp ) + 4{Bon} = {0}
Probléme spatial et isostatique = Méthode analytique.
w Ecrire le théoréme de la résultante statique
—1565+0—Zg.tﬂﬂ20n+)(3=0 (1)

— 1665 + Y4 — Zp (tan 2008 20°) + V=0 (2)

+4300 + 2, + 2y + Zp=0 (3)

m Ecrire le théoréme du moment statique
0+ 156950 + 26 7, +0 =0 (4)
0-68800— 1102, —200Z,=0 (5

102.tan 20°
0+304825+ ——————+26 Z.1an 20°+ 200Y,=0 (6)
cos 2°

w Résoudre le systéme de 6 équations a 6 inconnues
Déduire de (4) :
Zp=15690/26 = 60365N Zp~~-6040N
(5) devient : — 68 800+110%6 0365 -200 Z5=0; Zg~ + 2 880 N
(1) devient: — 1565+6036,5 X tan 20° + Xz = 0; Xg=~—- 632 N
Déduire de (6) :

+30482,5 +

100 X (— 6 036,5) X tan 20° i
cos 20°
26 X (—60365) X tan20° + 200 Yp=10
Déduire de (2) :
tan2°

== — il =0V, = 2
1665+ ¥y +(~ 60065 x oo+ 1419=0; ¥~ 2584N

m Interpréter les résultats :
Le roulement 9 est soumis & un effort axial (X # 0) et radial
(Yg # 0). 8 est soumis & un effort radial (¥, # 0). **

* Voir aussi tableau des valeurs des efforts § 41.2.
*** % est le signe du produit vectoriel, A est foléré ave réserves.

Yp~1419N

ENGRENAGL AELICOIDAL EN D

Réduction des terseurs en A

-1565 | ***
- 1665
4300

16
b B Lo
A{csf’}-lﬁ?xf&] : AC % Cap: 3:,5 x

-1665 - 68800

oG}
4300 304825

{-1555 156950
A

—Zp.tan 20°
. tan 20°
cos 20°

Zp

»

—Zg.tanZ{l" ZBZD

-110 Zp
110 Zp. tan 20°

oz * 2Zp-tan20°

/

200

Xp
3 YB

Zp

** Les charges étant délerminges, voir calcul durée de vie des roulements G.D. § 40.65.
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41u3 EFFORTS SUR LES DENTS D'ENGR=NAGES *
Types Nature des efforts Efforts projetés Torseur transmissible
Dans(0,%,y,Z):
F, 0
alApl=1F 0
@ al0 0
Engrenages 2 » Force axiale: F;=10
aes paralléles m Force radiale : F,
et denture droite F,=F;.tana
. m Force langentielle : F,
P : puissance transmise P P
a : angle de pression Fi=—= LiF
o : vitesse de rotation wr a.N
N : fréguence de rotation 30
AX Dans (0, %.,Z):
:>._..-/— F' 0
2 y____f@, 5 alApl= {F 0
@ ﬁ/\: : =t YA
Engrenages a A E _
axes paralléles Bai ) ®m F,:force axiale
e Fy=—F.tang
et denture K ] Fi a re
hélicoidale —~— m F,:force radiale
- fan
a : angle de pression Fr=F. i
B : angle d’inclinaison
de I'hélice ® F;: force tangentielle
Vb 1 A~ | Dans(0,X.7.7):
7 ; F 0
)= {F 0
@ ALFp 0
Engrenages m F;:lorce tangentielle
a axes Fm P _ 30.P
concourants ey, N,
PR F,: force axiale
o :angle de pression Fa= — Fy.1an . 5in 5,
65 : demi-angle au sommet | m F,: force radiale
de 2 .F,=-F,.tana.ms62
y Dans (0,X.,¥.7):
F, 0
alhipl= {F 0
\ ’ F alF 0
@ ."\ m Surlaroue2:
Engrenages éé.' ' Fa=—F,.lang
gam:hﬂs Ft 2 F
1
F,=———.tana
cos B
Fir m Surlavis1:
« : angle de pression efforts réciproques
B : angle d’hélice Favis = Firove

* Voir caractéristiques géomeélriques G.D. chapitre 47.

Photographies : Lechner-Patissier.
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42 Deux et trois glisseurs coplanaires

Un glisseur est un torseur réduit & sa résultante, le vecteur
moment étant nul - AIAZH] = A{AZH U}

On limite généralement ['écriture & celle du glisseur AT;_;; .

42=1 Deux glisseurs

Théoréme 1 : Lorsqu'un systéme matériel est en équilibre sous
I'action de deux glisseurs, les résultantes de ces derniers sont
directernent opposées.

Ay =— By ; Agy 6t By oL

w méme support AB,

m des sens contraires,

w méme intensité [| Az ll = 1Bzl

42 w2 Trois glisseurs

Théoreme 2 - Lorsqu'un systéme matériel est en équilibre
sous I'action de trois glisseurs, ona :

w R =0 :somme géométrique nulle : e dynamique formé
par les trois résultantes est ferme.

= ;7,4' =0 : somme des moments nulle en un point A. Les
supports des trois résultanies sont coplanaires et concourants
en unméme point / ou coplanaires et paralléles, ou colinéaires
(confondus).

42w3 Exemple

La figure représente la commande partielle du godet d'une pelle
hydraulique. Lorsque le vérin V5 est alimenté par de I'huile
sous pression, sa tige se déplace, 1a biellette S pivote autour
de Met, par I'intermédiaire de Ia biellette 6, le godet 1 pivote
autour de H. Il est soumis de la part du sol & un effort horizontal :
71l =5000daN.

On demande : de calculer 'effort exercé sur I'articulation N
dans le but de calculer son diametre.

HYPOTHESES :

m Lesysteme présente un plan de symétrie pour la géométrie et
les efforts contenu dans le plan de la feuille.

w Le frottement est nul aux articulations.

m Les poids propres des solides 1, 5, 6 sont négliges devant
les efforts aux liaisens.

SYSTEME DE DEUX GLISSEURS

SYSTEME DE TROIS GLISSEURS

T Ao
1

Dynamique

=i
/ 3 supports concourants en !

#=

COMMANDE DE GODET DE PELLE
HYDRAULIQUE




SOLUTION:
1° Isoler la biellette 6
= Recenser les actions mécaniques s'exergant sur 6
Nature de I liaison Glisseur Bilan inconnues
16 liaison pivol Gt wuia .
centre G, axe (G, Z) 1% S
?
66  laison pivot o :gﬁ'f_," FRassapae
centre N, axe (. 7) : = Intensité ?

Actions & distance : nulles (poids négligés).
w Ecrire e théoréme relatif & I'équilibre (2 glisseurs)
61 15 Et Nﬁ,ﬁ sont directement opposés : support selon GN.

2° Isoler le godet 1
= Recenser les actions mécaniques s'exercant sur 1

 Naturedelaliaison |  Glisseur Bilan inconnues
S0l -1 : non définie : = Entierement
(solide pulvérulent /1) Ts = SO00X | e rmines

61 : liaison pivot = Support : selon GN

7 r mSens 7
e L (5 ) o ® Intensité 7
ort H
21 : laison pivot 7= ::':: ? 7 Passe par
centre H, axe (N, 7) 21 5
' ' w Intensité ?

w Ecrire le théoréme relam a I'équilibre (3 glissevrs)
S=0 - dynamique fermé A’; =0 -3 supports concourants.
m Résoudre graphiguement (voir méthode ci-dessous)

METHODE DE RESOLUTION GRAPHIQUE :
Apres avoir isolé 1 et recensé les trois glisseurs :
1 i Tracer fes supports des deux résultantes connues :
Gﬁn et Ts,r; (le solide 6 soumis & deux glisseurs a déja et
isolé : Gsn est selon GN). Leur intersection donne le point [
2° Tracer le Support de @; passant par / €t H.
3° Choisir une échelle des forces.
4° Construire la somme géométrique :

Top + Gegy + Hayy =0
Construire le bipoint 0,1 tel que [| 0,111 = | 731l = 5000 dan,
puis par les points 0 et 11es paralléles aux supports de Ggyq €t
Hap .-
5° Mesurer 1,2 et 2,0 et donner un résultat chiffré (échelle).

REMARQUE :

Lorsque les supports des résultantes sont paralléles, appliquer
laméthode du dynamique et funiculaire (chapitre 44).

* Compte tenu du plan de symétrie (G, X, ') -
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ISOLEMENT Lt 6
i G \ N
Ligne d’action -7 R
de Ngjg et Gy

Support de H,,, inconnu

=<y

*)

Te COnnue
Support de Gg,; connu

\

GODET 1 ISOLE : RESOLUTION

Gﬂr’ 1 2

Dynamique fermé (§ = ﬁ}

Point de concours -
des 3 supports "%{1 I = 9 400 daN
(M;=0) I}l = 9 000 daN

5 mm

Echelle des forces: —— = 1000N
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43 Quatre glisseurs coplanaires

Lorsqu‘un solide 1 est en équilibre sous I'action de quatre glis-
seurs coplanaires dont ;

m Les quatres supports des résultantes sont connus.

m L'intensité d'une résultante est connue.
On peut appliquer la méthode de Culmann.

43u1 Meéthode de Culmann

m Regrouper les résultantes deux & deux, en choisissant des i
couples qui donnent des points d'intersection de leurs supports Droite de Culmann

SOLIDE 1 ISOLE

dans les limites de la figure. (support de R, et A,) VS £
Aon + P+Ban + Gt =0; Ry+Ro=0 0 \Va
s Fi R W— E%}"’@_/f; M | » P connu
m A passe par le point M, intersection de Az et P. ' | » Supports de
- I : e Aoy B, €
By et . 2111 By Lan
R, pa'-sse par le point N, intersection de B2 et Gz 3 I ki
m Lesolide 1 esten équilibre sous I'action de deux résultantes  Déterminer
R et 7, directement opposées, leur support passe par Met NV Ao Bap, Coy
(droite de Culmann). S
: : : DY :S=
m Construire le dynamique fermé traduisant que la somme vec- 0 :%MIOUE il
torielle A1, P, Bz, Con est nulle et sachant que - W } 02=R,
i b s
Az + P=H; (R porté par la droite de Culmann), 53— gﬁ S5 =
Byt + Cyr = Ry (B porté par la droite de Culmann). 1 30 = C,, } TR
43 m? EXEMPLE DE CALCUL : MONTAGE D'USINAGE
FONCTIONNEMENT :

L'étude porte sur la phase de serrage. Lorsque I'huile arrive sous
pression en X, les deux tiges 6 du vérin s'écartent. Par ['interme-
diaire des bielleties 4, les tiges 3 descendent, entrainant les
brides 2 qui serrent les piéces 1 en Fet £

ON DONNE :
w Lactionde2/3: {Fas)= {

m Laction de 4/3, réductible enFJa un glisseur dirigé selon KJ
(isolement de 4).

w Les actions de 0/3, réductibles a des glisseurs en G et H.
A l'équilibre strict :

3 OOU}'}

-

~|Gozllcosg 0 +|[Hoalcosp 0
Gﬁm 4 ]]Gmllsungo 0 H{fbm}=l+m;:sm¢ DJ
0 H 0 0

AveC : i = tan Q= 0.1 aux contacts Get H.

NL * fa
D ot acive T B . 9777477

*Voir§42.1.



HYPOTHESES :

m Le systéme présente un plan de symétrie (J X, 7) pour la
géométrie et les résultantes (plan de la feuille).

w Les poids propres des différents solides sont négligés.

w Les articulations sont parfaites et sans frottement.

= Les bagues en H'et G'sont parfaitement alignées.

EQUILIBRE STRICT DE 3

i &
Gor ,
qp"‘r_'_‘—*—-—-—-qgi_ 2 _.M G
G: ; \. Direction de
‘ Ry et R,
1

b

ol ,
A Rl N

yaNe ¥

ISOLER LE SOLIDE 3 :
Liaisons { 7] simplifiés* Bilan inconnues
;'illl"e"? . ] 30007 ) 1.7 | déterminé
213l :
axe (F z) F 0 enlitrement
4-3 pivot X, o « Support selon JX
centre J+ Janl=t ¥ 0 »Sens:?
axe (J,2) sl v, o Intensité : ?
Juv o 1]
L « Support : sur le

ﬁimﬂe’ | & ||cos ¢ cine
centre H'_ :;IG'WJ" [&llsin ¢ e:ﬁ“ﬁ &
axe (G,y) G 0 * Sens :

o Intensité : ?
0-3 re- - = Support ; sur le
blnie [ IFlemso o) | chngpy

s Iﬂnn}= 7 || i H I"
centre H', l"""*'w i
axe (H.y) H 0 « Intensité : ?
METHODE DE RESOLUTION (CULMANN) :

1° Choisir une échelle des forces. Tracer Eﬁ sur la tige,
(Il Farell =3 000 N) ot 07 = Fois sur le cynamique.
9° Tracer les supports de Gora, Hos et Jors.

3° Construire I'intersection M des supports F?ﬂ et Gm et
lintersection N des supports Hos et Jura.

4° Tracer le support de Fiet R, passant par Met A,

Fi= Fars +Gops €t o= Hors + Jas~ (droite de Culmann).

5° Continuer la construction du dynamique. Par le point 1, mener
une paralléle au support de Gozs. Par le point 0, Iracer unie paral-

lbe au support de Fr et A, | 'ntersection de ces deux droites donne
le point 2 tel que : 12 - Gm ot 02 = R1 (Fh For+ Gws)

6° Par le point 0, tracer une droite pafallele au support de Hofs
(Dynamique fermé : extrémité de 34 confondue avec 0.)

7° Par le point 2, tracer une droite pa:alléle au support de Jaza.
Cette droite coupe I la dmne parallele a Hu;s passant par 0 en un
point 3 tel que : 23= Jm 8t30 = Hoss,

8° Mesurer les longueurs de 12, 23, 30, muliplier par
I'échelle, donner un résultat chiffré.

* Compte tenu du plan ce symétrie { J.XY)

DYNAMIQUE

Forces : 30 mm £ 3 000 N
Direction de x

R, et R, 23

3

H12il - IIGwsll-‘ 2150 N ; II34II— IIHU,SII— 4250 N

1231l = Iyl =4 150 N ; 10711 = llFmil— 3000N




118

44 Dyn amique DYNAMIQUE T FUNICULAIRE Solide 1

A EB C

et funiculaire Sk I ER
44wl Réduction de N glisseurs 7 T,q—ag = 7;;
coplanaires 2 un glisseur Point B ns
arbitraire
= Le solide 1 est chargé par trois ghsseurs connus : \ y a 3
Ry R ) ~
(Aan )= :3. B} = ! I LCun)= l “‘} Ml s g p=
f“\-\ /
3 1er rayon du T .
® Glisseur ésultant:  {£}= { a}= { i Ri" 1+ A } funiculaire R Polygone
3 0 { funiculaire

m Construire cette somme vectorielle en tragant le
polygone nommé dynamique a partir du point 0.

0 est I'origine de ﬁ_,,.: - 1 est son extrémité ; 07 = Az,

1 est 'origine de Hm 2 est son extrémité : 12 Han,

2 est l'origine de an . 3est son extrémité ; 23 R.m_ 1
0 est I'origine de R . 3estsonextrémité; 03=A.
= Polygone )
Rort + Rapy + Rap = B, dynamique
d'oi 07+12+23=03 5
m Choisir un point arbitraire P appelé pdle du dyna- ) _
mique. Tracer les rayons polaires PO, P1, P2, P3. Ry elies
Lorsque le 17 rayon PO et le demier rayon P3 ne sont pas
confondus, le dynamique est dit ouvert. 2 Péle du dynamique (arbitraire)
m Construire le polygone funiculaire relatif a P. e
A partir du point Aarbitraire, construire un 1€ rayon 0 paralléle _ —
3 PO qui coupe le support de Ry, en o = SAfuctinh du Sisane
A partir du point e, construire un 2¢ rayon 1' paralléle a P1 qui Dynamique ouvert R#0 ; #p=0 :systeme
B Funiculaire ouvert réductible a une résultante.

coupe le support de Aa en B.

A partir du point 8, construire un 3€ rayon 2' parallgle 2 P2 qui
coupe le support de Ran €N ¥

A partir du point 4, construire un 48 rayon 3' paraliéle & P3. Funiculaire ouvert
La ligne brisée Aex, &, By, ydest le funiculaire. (Oa /f 3y3)
Lorsque le 1€ rayon Aczet le demier 6 ne sont pas confondus,
le funicufaire est dit ouvert. R

On démontre que le support de la+ésultante A passe par le point
d'intersection du 1€" rayon Acx et du dernier 4.

REGLE ! Dynamigue fermé
La résultante d'un systeme N glisseurs coplanai@ est déterminée : (0 confondu avec 3) 5

= En direction, sens et intensité par le bipoint On qui joint I'ori- P o

gine 0 du 187 hipoint  I'extrémité n du ne™® bipoint du poly- :%;u?:t;i ﬁg 2 gn 2};953;29

gone dynamique. e

m Par un point de son support situé 2 lintersection du Uynamie e R=0 ; # =0: systtme en
187 rayon et du (m”iéme rayon du polygone funiculaire. Funiculaire fermé équilibre. (Voir page suivante.)




44w?2 Conditions graphiques
d'équilibre
Lorsqu'un systéme matériel (S) est en équilibre sous I'action de
Naglisseurs a résultantes coplanaires, le principe fondamental de
la statique entraine que :
m la résultante statique est nulle :
Ais/5)=0 <> Dynamique fermé ;

m le moment slaliqge en un point est nul

H o515 =0 < Funiculaire fermé.
EXEMPLE :
La commande de soupape est présentée § 37.2. Dans cette der-
niére, le linguet 2, articulé en B par rapport au carter 0, est sou-
mis a un effort Ay exercé par Iarbre 2 came 1. Cet effort pro-
voque la rotation de 2 autour de B, ce qui entrdine une action sur
la biellette 3 articulée en C par rapport a 2. Cet effort est trans-

mis au culbuteur 4.
On donne : || Ca || = 1120 N ; Gy dirigé selonDC.
On demande de déterminer A, et By

HYPOTHESES :

m Le systtme présente un plan de symétrie (4, X, ¥) pour la
géométrie et les resuliantes (plan de la feuille).

m Les poids propres des différents solides sont négligés
devant I'intensité des actions mécaniques aux liaisons.

m Lescontacts sont parfaits : sans jeu et sans frotiement.
ISOLER LE LINGUET 2 :

= Recenser les actions mécaniques

Nature des liaisons| (% } simplifiés* |Bilan inconnues
3-2 rotule 1120x | [(€3y) entierement
centre € \Canl= B{ 0 , déterminé
1-2 linéaire ;lmm“"
recliligne, centre A Ilﬂm“ x |(selon (A,%))
mrmale (4,x) (A1 } * Sens : ¢
ﬂﬁlﬁ l‘)z } = Intensilé ; 7

= Support : 7 passe
0-2 rotule Bonl [parB
centre B g{sﬂﬁ}' { %ﬂ} *Sens : —
8 o Infensité: ?
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EQUILIBRE DU SOLIDE 1 ISOLE

B 2
ﬁc&
A{\ '-—,-:;-'
T
L

Dynamique

ferme
(Oet3
confondus)

LINGUET 2 ISOLE
Support de Csp

\ e
Support de Ay»

Support de B_MF

i 3’ ‘I
: 2- Funiculaire

_l_ fermé : Ay =0

12l =1 Bgyll= 780N
112311 = 1 Ay | = 1900 N

Méthode de construction

o Ecnre le théoreme Iondamenlal relatif a 3 gllssaurs
-0 dynamique fermé ; % 0: les supporis de Cyz el Ay
sont paralitles ; celui de Boy I'est aussi.

m Reésoudre graphiquement par la méthode du dynamique
el du funiculaire (voir ci-contre).
$=0 - dynamique fermé ; Ma 0 - funiculaire fermé.

* Compte tenu du plan de symélrie ( AXY).

1° Construire 01 tel que ||01]| =/ C3,2|| = 1120 N.

2° Choisir P et tracer PO et P1.

3° Construire le funiculaire en fragant 0° // a P0. 0’ coupe
le support de L‘a;z en o. A partir de o tracer 1' // & P1.
1" coupe le support de sz en 3.

4° Fermer le funiculaire en tragant Sy.

5° Sur le dynamigue, tracer P2 /{3 2'.
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45 Hypotheses
de la résistance
des matériaux

La résistance des malériaux est I'étude de la résistance et de la
déformation des solides (arbres de transmission, bétiments,
fusées...) dans le but de déterminer ou vérifier leurs dimen-
sions transversales afin qu'ils supportent les charges dans des
conditions de sécurité satisfaisantes et au meilleur codt
(optimisation des formes, des dimensions, des matériaux...)

45a1 Les matériaux

L'homogénéité : on admet que les matériaux ont les mémes
propriétés mécaniques en tous les points.

L'isotropie : on admet que les matériaux ont, en un méme point,
les mémes propriétés mécaniques dans toutes les directions.
L'isotropie est vérifiée pour les aciers non fibrés (les aciers lami-
nés et forgés ne sont pas isotropes). Elle n'est pas vérifiée pour
les matériaux fibrés (bois, matériaux composites. ..} (fig. 2).

452 La géométrie
Les solides idéaux sont des poutres présentant :

m des sections droites constanies ou variables lenterment en
dimensions et forme,

w des dimensions longitudinales importantes par rapport aux
dimensions transversales.

Une poutre est engendrée par une section droite et plane (S)
dont le barycentre G se déplace sur une ligne courbe (C), &
grand rayon de courbure, appelée ligne moyenne. La section
droite (S) reste perpendiculaire & (C) (fig. 3).

45a3 Les forces

Les forces, appliquées en un point, sont des pointeurs. Il n'est
pas possible de les remplacer par un systéme de
forces «vectoriellement» équivalent (méme résultante et
méme moment en un point A) car les effets physiques (sollici-
tations) sont différents. |

Dans I'exemple & lorsque Aet B glissent sur leur support,
fa traction devient de la compression.

Dans I'exemple b, la résultante 2 F provoque une fleche plus
importante que les deux forces F en Det E.

(1) CALCUL ~"UN PONT
Charges connues
'BEEE rv‘i'l**'***{rlh'#
&

Dimensions transversales a calculer

Dimension longitudinale imposée

Yy

-

(2) MATERIAUX ANISOTROPES

Résistance selon (O, y)

—
-

- Résistance differente

-F
‘C selon (O, X)

E

B

Y

| &1

A D Ap—
;51 Fibres paralléles a (O, x)

@ EXEMPLE DE POUTRE

Barycentre de (S)

Ligne

moyenne (C)
Section droite (S)

(perpendiculaire a (C))

@ SYSTEMES DE FORCES NON EQUIVALENTS

TRACTION

COMPRESSION

- A B—-—FiA"—-'g

- -

A B

A-=B

@ S Fleche en C, : f¢,

-F 1 -F
A1 - D C1, E B
Y c, Y V¢

A
. Fleche en C,: fc, -
t-F
B

JE e
Cl.

/JNL«—;}
oF i

| feo>Te |

.

A~
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TYPES D'ACTIONS MECANIQUES EN RESIST4;ICE DES MATERIAUX

Charge concentrée Charge répartie Charge et moment en un point
— — — ;_:-
. y a y y A "IH
Wodelisation | ¢ X A | D > RN c D
OT Ev VE % x| © > % X |z E
4 2 2 A 2
Engrenage trés rigide avec jeu Engrenage déformable sans jeu Engrenage trés rigide sans jeu
; A B D
C A //_j/// B D C 5 ///‘3
i = s
technologiques
cormespondants WA il
o Le contact selon A B est
Les contactsen Aet B Le contact selon AB indéformable (en statique
sont ponctuels est linéaire ou surfacique les actions sont modélisables
par un torseur)
45 a4 LES DEFORMATIONS

Hypothese sur I'influence des déformations

m Dars le domaine élastique, les déformations sont trés faibles,
elles ne modifient pas les forces aux liaisons calculées par la sta-
fique (cas 1) (hypothese solide indéformable).

w Les solides trés déformables (ressorts. ..) modifient la direction
des efforts (cas 2).

m De faibles déformations peuvent modifier la distance dans des
appuis et donc les efforts (cas 3).

®H£T’_@’+

I"~~J'|"""I,,

X

Déformeée

%3

@ 2

Hypothése de Navier-Bernoulli

Les sections planes et droites (normales  Ia ligne moyenne) avant
déformation, restent planes et droites aprés déformation (normales
2 la ligne moyenne déformée).

(S) apres déformation

Hypothése de Barré de Saint-Venant

= Dans une section droite (S) éloignée de la zone ol les charges
sont appliquées (£ > d), la répartition des déformations et des
contraintes ne dépend que des éléments de réduction du torseur des
forces appliquées.

= Dans une section droite (S) proche de la zone ou les charges
sort appliquées (£ < d), la répartition des déformations et des
contraintes dépend de la répartition des charges appliquees.

Force
concentrée
et

force
répartie
ayant
mémes
résultantes
enG

Zone influencée par la répartition des

~d, #_

efforts appliqués

A

!

al

M

o

(31

-
=

{~d

Zone non influencée par la ré;aml




122

46 Coupure dans une poutre

Le plan (P) contenant Ia section droite (S) partage la poutre 1 en
deux parties () et (11).

Le barycentre G de (S) a pour abscisse xdans %o(0, %, J, 7)
Onpose 0G= x . X.

On appelle (T) la partie «gauche», ou amont, de (P) et (I1) la
partie «droite», ou aval, de (P).

46m1 Torseur de cohésion

Les actions mécaniques que la partie droite exerce sur la section
droite fictive (S) appartenant & (I) sont des actions extérieures 2
la partie (I). Leur répartition est inconnue mais nous pouvons les
modéliser par un torseur de cohésion et calculer ses
éléments de réduction en G, barycentre de la section (S).

—

m ﬁzE Af;:résultante des forces
de cuhesmn A ! jdell/I,

i ﬁs-E(GM:X Af,)

{Cuhml}-

i\
o

:*lzm

moment

résultant des Af; iparrapporta G.

REMARQUE :
m Cette définition reldve d'une convention, on peut prendre la
convention opposée.

m Daprés le théoréme des actions mutuglles :

&.{ﬂnhm:} =—G{Cﬂlmr=

46m2 Projection des éléments
de réduction de {Coh}

- = ¥

R (G, X, y, 2)est le repére de définition des sollicitations.
C'est un repére local, direct, lié & la section droite (S) :

m (G, ¥)estselon la normale extérieure 2 la partie gauche (T)
de(S).

m (G y)et(G 2) sontdans e plan de (S) dirigés selon les
axes de symétrie de (S) s'ils existent.

NOTION DE COUPURE
VA Section droite (S)
T X ‘ Plan (P)
/i 'I
L Al
| e |
2/‘}————';“67—4-w A 5
s S AN 5
' 1 7, = B
% / s
Partie gauche LIJ P Partie droite (1I)

R0, X, y, Z) est lié a la poutre 1

TORSEUR DE COHESION

14

7
L,’, 'A é_l

Partie gauche (I) 3

COMPOSANTES DE A ET 4 DANS ()
v # Partie gauche (I)
1

5

—

R(G, x, ¥, z) est lié a la section (S)

Projections de la résultante et du moment du torseur de cohésion dans ()

- Effort normal : projection de ﬁ sur Ia normale = Moment de torsion : projection de EE surla
N . 5 A =
extérieure (G x). normale (G x).
}-_ Effort tranchant : projection de E surle plande la F Moment de flexion : projection de ;; sur le
section droite (G.7). £ | ptan (67.7).

* % estle signe du produit vectoriel.




T el #F n'ont pas, en général, de direction, particuliére dans le
plan (G, y, 7). Il est utile de Oéfinir leurs coordonnées dans

R(G. x,y,2).

Coordonnées de A et / dans R*

A=NX+T,.y+T,.Z7
Hg = M.X + Migy.y + Migy.Z

Coordonnée de I'efforl normal H sur (G, x]
Coordonnée de I'effort tranchant T sur (G, |.r]

T, Coordonnée de 'effort tranchant T sur (G, 7).

Coordonnée du moment de forsion m sur (G, x).
Coordonnée du moment de flexion M sur (6, y}.
Coordonnée du moment de flexion M sur (6, z ].

#t
Mgy
Mgz

Ces coordonnées varient selon fa position de fa. section (S)
définie par |'abscisse de G dans R (0, X, ¥, 7).

La représentation graphique des fonctions N(x), T, (x), T, (x),
At (), Mgy (X), Afg, () sappellent les diagrammes des
sollicitations.
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COORDONNEES DANS (R

Partie (1) _ Section (S)

Ay

7y

Ny §

EXEMPLE DE DIAGRAMME

Alfg, A (N.m)
1500

Section la plus
sollicitée a la flexion

il

1.5 3.5

0

46m3

SOLLICITATIONS SIMPLES

P — —

N, T, A4t A#f n'est pas nul.
Dans le cas contraire, elle est dite composée (chapitre 55).
Exception : T+0,Mf+ 0 estdelaflexion simple (? négligeable)

Une sollicitation est simple si et seulement si, un des quatre éléments

Sollicitation composée : Sollicitation simple :

(exemple général) (exemple : tension ME+0 )
N At 0 At
lEUhIIﬂ] = T}r A{J’Gy X :CUhHﬂ’ ) 0
z I‘(fsz G {} 0

 Traction {ou m‘ﬁpﬁgsslnn simple) : N # 0

Cisaillement simple (théorique) : T # 0

Sens de .'_\.7:
Celui des ogy).ds.X.

Partie (1)

N = Z (o ds)
s) )

Partie (I)

T#0 _
7 SensdeT:
Celui des 7,,.ds.y.

T=%(7,.,.ds
(s}((w )

Torsion simple : #1 £ 0

Sens de A -

Celui du tire-bouchon
selon (O, x) tournant
dans le sens des F{;,’;

“o2 (-

At = Z (TM p.ds)

Sens de A,

Celui du tire-

bouchon selon

(O, Z) tournant

dans le sens
des gy,.

e, = Z (oygyy.y.dS)
G, S) (M)

* Une coordonnée est un nombre réel {algébrique) § 72.5.

** Yoir définition de oy, et 7, §46.7.
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46w4 Torseur des actions
mécaniques extérieures
et torseur de cohésion

4641 Actions mécaniques «a gauche»

Le torseur des actions mécaniques extérieures «a gauche» de
(), appliquées sur ( I) s'écriten G-

[ R forces a gauche s
G{Achnns ext. & gauche; |}
‘A"g actions a gauchey,
Le principe fondamental de la statique appliqué & ( I ) s'écrit -
oA Cohun}={0}.

oA Actions ext. 2 gauche, } +

-
G{ Cnh||;|)=5{%}=—ﬂtnclinns ext. a gauche; 1}

—

d'oli: A== Raciions & gauche/1; A/ 6=—/ g actions 4 gauche/1

Cette relation permet de calculer les éléments de réduc-
tion du torseur de cohésion & partir des actions méca-
niques extérieures a gauche (connues par la statique).

EXEMPLE :
m Coupure réalisée entre Oet F: (0 < x <
Partie (1) isolée (fig. 2)

£12):

(Cohyp)e- -fz |\ | Fr
AT \GEx-Frf " \GExFr2

4642 Actions mécaniques «a droite»

Lorsqu'il y a moins de forces a droite de la section (S), il est
plus simple d'isoler la partie droite (I1).

G{Pxﬁﬁﬂns ext. a droite "’ + G{C{)h 1;11} = {U}

gt Cohymn}=+ {Cohun}=+, {Aclluns ext. a droite/y)

.._,

H—h‘?mcmn & droite/ 11 5 ﬂﬁ’s-ﬂ‘fsamm ext.  droite/ I1

m Coupure réaliséeentre FRtE'( £/2< x < ():

Partie (II) isolée : une seule force — F/2 : (fig. 4)
~Ff2

G x-Fr2

Partie (1) isolée : deux forces —F/2; F : (fig. 3)

{CDhIUl} =

-—F/2+.E

(Cohur} ==\ &2« (LF 1) & xF |

@POUTREISGLEE
yA _
moyenne T]r
i
ik
Fry A 2
£ L
1 [?9 SRl
F o +1 ) F
L= < 7
E E’

—

Le solide 2 est modélisé comme une poutre rectiligne car :
= sa longueur / est importante par rapport a sa hauteur i ;
H sa ligne moyenne est rectiligne.
Ce n'est pas un solide idéal car sa section (S) présente des
variations brusques (alésage, évidement).

(2) PARTIE GAUCHE (1) ISOLEE

z

v th Ua‘xz;g
M r *
(0] 4& G = iy :f
% 3 41 -
RO\
.._:‘;:: &ﬁj / ,Fer *f_-: Section (S)
5 - 5 A=)
Eq

(3) PARTIE GAUCHE (1) ISOLEE

74 % A7 [g=x=/
2 L [
A 2 s
. 1an =
(@) ——
o Ff?(_‘-’ Actions
A T _mécaniques
sz 1l / z‘/l,?_' de (I1)/(1)
2 [ﬁbf F
(4) PARTIE DROITE (I1) ISOLEE >
7a | 7a . ' 5 =x=/
4 Section (S) s [0
._H-AE:EBI;SH /] d i
0| mécaniques J il | X
de(V/l) | JEN N
rd 0. (@ 4 |
" 1 ape’
A 4 |2 E




REMARQUE :
Le forseur des actions mécaniques a gauche de (S) (ou @ droite)
est modifié lorsque {S) se déplace le long de la poutre :
w Si une discontinuité d'ordre géométrique (changement de
direction de la ligne moyenne) apparait (exemple : poutre en
équerre).
® Si une discontinuité liee & une force nouvelle (ou un
moment) apparatt.
REGLE : Effectuer un nombre de coupures (n;) égal au
nombre de discontinuités (n,) (géométrigue ou d'action
mécanigue) plus un.

n,=ng+ 1

EXEMPLE DE CALCUL :

Une bride 2, modélisée comme une poutre (voir fig. 1§ 46.51),
est appliquee vers le bas au serrage, par une tige 3 qui exerce
un effort F, =—3 000 y v (en N) (voir § 43.2). Elle serre deux
piéces par 'intermédiaire de deux ligisons sphére-plan telles
que: Epp= E' prz=1500 y La bride 2 posséde un plan de
symétrie (O, X, ¥) pour la géomeélrie et les forces.

1° Déterminer |'expression des fonctions N{x) ; T(x), 4 t(x) ;
A f(x) ; le long de la poutre.

2° Tracer les diagrammes représentatifs de ces fonctions.
SOLUTION :

1° Etude des fonctions : 17 coupure enire Oet F:
0 < x < 24: partie (I) isolée.

- Ern
{Cﬁh|u1,= ‘61{ Fpim"?} = ! §1_£_ X EP,IQ }

R=-15m y (en N)
A_f;:=15m.x.;

d'ﬂﬂ:§=—f_m; :
A= (-1l Er2|
Soit: T,==1500N e 4 fg, =1500x(N.mm)
Si:x=0,/15y,=0; six=24, Alp,=1500x 24=36000N. mm.

X2l

2° Coupure entre F et 0': 24 < x< 48 : partie (I) isolée.

—s

EP;-Q + Fap -
- G2E x Epp + GoF x Fap

{Cﬂhun} =

Q0 - B=—(Ep + Fapz) R=+1500 y (en )
o= Eomll . x+ | Fall x-20)] Z

doil: Ago= (—1500 x+3000 x 24) 7

Soit: T,=1500N; e  A'fg,=—1500 x+72000
Pour: x=24,#f;, =36000N.mm ; x=48 41, =0.
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DISCONTINUITES ET COUPURES

entre A

0 discontinuité

et B, 1 coupure

1 discontinuité
entre Aet B, 2 coupures

2 3
A ] | | B
i ! 3 ( B9 2 discontinuités
E 1 ] ;"'L f enire Aet B, 3 coupures
A — B
{ |
COUPURES DANS LA POUTRE 2
y Partie (I)
1500 y 4O { G F ;‘" 1" coupure
=
\ D=x<24
G, &
- >
2® coupure
24 =x <48

DIAGRAMME DE L'EFFORT TRANCHANT

T A
™ T
8] f o f ¢ 1 -)f
1 ‘ | ‘ l 24 48 (mm)
-1500 L
DIAGRAMME DU MOMENT DE FLEXION
Afa, h (N.mm)
36000 —————
| F x
0 24 48 (mm)
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46w 5

IDENTIFICATION DES SOLI "CITATIONS

Méthode

Exemple

1° Résoudre le probléme de statique ou dynamique :

m Hypotheéses : solides indéformables, actions mécaniques modélisées par
glisseurs ou torseurs.

m Isoler le solide 1 et calculer les actions extérieures inconnues.

m Appliquer le principe fondamental de la statique (§ 31.5) ou de la dyna-
mique (§ 56.4, § 57.9).

Bj,, est connue.
® A3, est a déterminer.

T

o 81,1_400 X
—
AT;1?/’ A B X

.A1;1+400 X 0

A;n =-400.X (enN).

2° Résoudre le probiéme de résistance des matériaux :

m Hypothéses : matiére homogene et isotrope (§ 45.1) poutre rectiligne
(§ 45.2), actions mécaniques modélisées par des pointeurs (§ 45.3),
appliquées progressivement, variation lente (sinon fatigue).

m Réaliser une ou plusieurs coupures.
Isoler la partie (1) ou partie gauche.
Calculer {Coh ,,,,} =— {actions extérieures a gauche/I }.
Realiser autant de coupures que de discontinuités plus une (§ 46.42).

m ldentifier la sollicitation en recherchant dans le tableau ci-dessous le cas
correspondant au {Coh,,,} calculé.

Les actions Aj, et B;;; sont connues,
modélisées par deux pointeurs.

] !COh "_“} est 3 déte'mln'ef-

mN=400.X; N#0; T=At=mf=0
1 est soumis a de la traction simple.

Sollicitations — Efforts Conirainies Torseur de cohésion Déformation
Traction simple (Chapitre 48) - i
M © y4 | 7y
i |
1 _I {Cﬁhlm, = 4-}
e A [ B B : | \d
11 1 M - I. - A B .
=0 Ct— Ain ] ;-—-—%_-: s
i . 9 . - (¢ T -@— —
LIy x| N0
Compression simple (Chapitre 49)* / e S Lzl =R A
Tind) ! Hit
X H1=0 ’|
1 ;
<10 A BO+| >
A[O—:rl-:—oJB ® Gy, : CONtraintes normales .
- 3 (S)™.
Aip By _ w Traction :
m Répartition uniforme — allongement A7 > 0.
_ dans (S). (Coh,y ) = _Asn
1 est soumis a 'action de T — nmj \ 0 m Compression :
deux résultantes directement M) = = & raccourcissement
opposées. m Compression oy, < 0. Ar<Q.

* Attention au risque de flambage (§ 56.5). ** Voir définition § 46.7.
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Sollicitations - Efforts Contraintes T 400 skl e
mnunm:mmﬂﬁnmsn) O © 37‘{ - ) e i
=¥ 2 . -
G I

T

==~

N=0 Bin
P11 I,#0;7T,=0
Z y
Sl | At=0
Mig=0;M1g,=0
{ A
1 est soumis & I'action de ® T : contraintes 7=
deux résultantes directement tangentielles a (S)". {Cohyy = _lﬁ}
opposées perpendiculaires ® Répartition uniforme a0
a la ligne moyenne LM. dans (S).
Torsion simple (chapitre 51) N
- ya a'
1 {Cohyy) = {—"}
A (I (IT) c\ At
’
ATa-!. | y M)_ .
, ! 2} N=0
X
m-——:v—‘—'-—-— G——'—--'- Ty=ﬁ,rz=0
P\ Z . S| #t+0
= ﬁfﬁ‘r:[}jﬂfﬁ?zﬂ
el sll—"5,
B Ajp=—Bip > .
1 est soumis & I'action de W Ty © CONtraintes Rotation A« de (S) par
deux couples directement tangentielles a (S)". [ Cohiyys }“ l \ rapport a (Sp).
opposés, dirigés selon m Répartition proportion- Ay 0.3 ] Ae _ = 6 (rad/m).
1a ligne moyenne LM. nelle & la distance a G. Al
Flexion simple (chapitre 52) (11) R
[T]
Coh =
| =)
(S)
\ 7
i N=0
Ty #: D ; Tz= 0
. | AI=0
5 | Tm) Mg, =0, Mg, + 0™
® Oy, - CONtraintes —i5
1 est soumnis & I'action de normales a (S)". (Cnh ’ A l C-DUI'DUI'E des fibres.
résultantes perpendiculaires = Répartition proportion- i Ay X7 Déformée : AC'B
a AB dans le plan de nelle a la distance CC' =y¢
symétrie (P). a(G, 2). (entre Aet C) Fléche en C.

* Voir définition § 46.7.

™ T,# 0; 4l # 0. Cette sollicitation est considerée comme de Ia fiexion simple.
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46m6 Relation entre T et /f

Dans un trongon de poutre rectiligne, sur lequel il n'y a pas de
charge concentrée appliquée, I'effort tranchant est égal, au
signe prés, a la dérivée du moment de flexion par rapport 4 la
variable : x.

dA4f a4t
]'y: __ﬁ'l : TZ= _GF
dx dx

467 Vecteur contrainte
(S) : section quelconque, orientée par 1 : normale  (S) exté-
rieure a la matiére de 1a partie (1).

AT - force élémentaire exercée par la partie (X1) sur la partie (I),
au point Mappartenant a (S) (fig.2).

AS: élément de surface entourant le point M.

PAR DEFINITION :

Le vecteur contrainte Cyyy) 7 au point M, relatif 2 Ia surface
élémentaire AS, orientée par sa normale n, est égal & la limite
du quotient de Af par AS lorsque A Stend vers 2éro (fig.3).

__.._lim ﬁr_._—_:-df' —_:_"df.il
Cona = as5_0 as Con = g5 1Cm.al= g5

ICopsy 71| - norme du vecteur contrainte, en pascal (Pa)*.
En résistance des matériaux, on utilise le mégapascal (MPa) :
1MPa = 10°Pa = 1 N/mm? =~ 10 bars.

CONTRAINTE NORMALE - CONTRAINTE TANGENTIELLE:
m Lacontrairte normale o est la projection de Cyyy) 7 sur la
normale extérieure 17 (fig. 4).

m La contrainte tangentielle 7y est a projection de Cyyy 7
sur le plan de la surface ASfig. 4).

-»

n : vecteur unitaire normal 2 la surface AS.

- vecteur unitaire dans le plan de AS, selon [a direction de 7
oy - coordonnée normale de Ia contrainte C[TM: i

7y - coordonnée tangentielle de a contrainte E[M—]_f

REMARQUE :

Une contrainte C ) , est dite principale lorsque sa
direction est normale au plan de la section (A S).

_—

Dans ce cas : TM.' =0 el 'C[M].-:?’ = {T_A; .

(1) CORR=SPONDANCE T, ET Mg,

yA

P (N/m)

ERAEEE X

Ty

T

B

2700 -
OMLS x

Mg, T,=2700 pour x = 1,5. C'est la pente

K" -

(au signe prés) de la tangente a /g,
X

oy

O. L

horizontale pour #f¢,

@ FORCES DANS UNE SECTION

Section (S)

= Force
Af ——
m / B élémentaire
o de (I1)/(1)
(I1)
(8) VECTEUR CONTRAINTE Cpy 5
/‘E
" M= .
;F e, A Af Cony -f
GO\ ¢ am
A - o
Section obligue (S(,o‘)\
Section droite (S)

(4) COMPOSANTES DU VECTEUR CONTRAINTE

\r*

S
= |

Contraintes

normale I ooy.en

tangentielle : 7y .1

*1Pa=1Nm ** Dans ce qui suit, seule cette définition algébrique des contraintes sera utilisée.




47 Matage

On constate souvent sur des organes de machines des défor-
malions locales : écrasement latéral des clavettes, gonflement
des extrémités d'arbres soumis & des charges importantes, ova-
lisation des paliers...

47a1 Définition

Un solide 1 est sollicité au matage par un solide 2 si fa
pression superficielle sur la surface de liaison 1-2
entraine une déformation permanente de cette demiére.

REMARQUE :

Les déformations étant locales, il faut tenir compte, dans les
calculs, de fa répartition des pressions appliquées (voir principe
de Saint Venant § 45.4).

47=2 Pression de matage

La pression de matage en un point est le quotient de Ia force
élémentaire normale appliquée || d Ny || par la surface élé-
mentaire : ds. Celte pression doit rester inférieure a la pression
admissible g, (valeurs § 47.24).

8 Ayl
ds '

p:

condition de non matage : p < Py 1

47=21 Pression de matage uniforme

La pression de matage p, est égale au quotient de la force
appliquée par I'aire de la surface de contact projetée sur un plan
perpendiculaire a cefte force (voir valeurs dans le tableau
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EXEMPLES DC MATAGE

Avant 1 Aprés

Clavette

/ Bout d'arbre

PRESSION EN UN POINT M

? i e Surface élémentaire

PRESSION CONSTANTE SUR UNE SURFACE PLANE
Surface soumise au matage: S=1L./

ci-dessous). Wanl Eoe N
R, | Surface projetee ™ :‘z Surface projetée ™ f
2 [ _ '
(3 ™ Y | RS
7 i/ 7
VES AN Fon
Pression _ IIFl lIF 2l
R, Ny 2 e Po=
de matage n(R2-R4?) D./

* Voir exemple de calcul d'un coussinet dans G.D. § 39.11.

** Dans ce ¢as, on parle de pression diamétrale
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47 =22 Pression de matage variable

Lorsque la pression de matage varie. il faut connaitre la fonction
mathématigue donnant sa variation en fonction de I'abscisse du point

considéré. On calcule alors la valeur de la pression maximale : p,
et on vérifie fa condition de non-matage : P, < Pagn:

47 221 REPARTITION LINEAIRE DES PRESSIONS DE MATAGE
Liaisons Glissiére d'axe (0,X)" Appui-plan de normale (0,7)
= VA
2 y 07 i -
1 / i — L LA |
=7 _i___ /b d 1.{3_],_.,/.’____ R
L | 4
Actions 1 & G LA L /f/_ -
mécaniques | / | (0] i = i y / ’{ (3
il | B =
1 L el
iy O, 18 = F.
=y '*f_____/ -‘Z g 21 " /
z
N o 2 ) .
YA VA y A
- iy —\\
z 'T77771/
- - o | ] 2 7
Répartition des ( — = - = 4 3
5 ) #0, Y5 | 4 A A pn A
d Nix) : T T P i"fﬁ; \tj;i/l"}"
p=4a.x N ! iy X ) —=
g {X FE.H F2,1
i 6 1/l IFy i d
Pression maximale 0211 —an g.c
Finax=—p 12 Pra= 120 [146(2+8)] (en Py
47 w222 REPARTITION SINUSOIDALE DES PRESSIONS DE MATAGE**
Liaisons Pivot, pivot glissant d'axe (0.2) * Rotule de centre 0*
1 VA dN(B) est :
- -maxenC
:>q dNVE)iz |- nulle en A et B
Répartition des N\ }
" 1 Répartition uniforme selon (O, Z)
dN@) ,_ﬂ_”__j
N
?*—-—-—"D—n—b L
y .
/’é 0‘ 7 s
N r dN(6) est :
S o -max enC =
- 4, -nulleen A et B ___Bopantiion de
z dN(®) dans (O,X,y)
Pression maximale gy B 1Fan p 3 IFyl
W B max- 2 g;.R2
* Hypothése : liaison sans jeu. ** Hypothése de calcul




47« 23 Pressions entre contacts
linéaires ou ponctuels

Pour une liaison pivot ou rotule, par exemple, on constate dans la
pratique une augmentation de la pression maximale. En
fait, le contact surfacique se transforme en contact quasi linéaire ou
ponctuel sous l'influence des défauls de forme (circularite, cylin-
dricité...) et du jeu existant dans I'ajustement. La liaison devient
une liaison réelle.

Les formules de Hertz relatives & ces contacts s‘appliquent dans le
domaine élastique. Pour ces calculs, il faut définir les grandeurs
ci-contre :
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1° 1, Ie rayon de courbure relative :

1 .1 :t.l_i
Ir n rz

ry  :rayonducylindre ou de la sphere 1.
r,  :rayonducylindre ou de la sphere 2.

Signe  + pour une tangence extérieure.
Signe : — pour une tangence intérieure.

2° Le module d'élasticité E pour le calcul :

2 (51 Ez

E; :medule d'élasticite du matériau 1.
E, :module d'élasticité du matériau 2.

2z R |

Contact cylindre-cylindre Contact sphére-sphére
Contact réel Répartition de p Contact réel Répartition de p
LES ‘ 2h " o or "

18 TF 12

e _— - —
r

s /'l/ A
N E
2 b % i, max
e 2r e P

\ [IF IF . E
b=152 i!FH r, Pmmo,ma\/ -
[0 4

3 - |E 2
P, ~0,388\/IIF “'(E)

47w 24 Valeurs de pressions admissibles

Le tableau ci-dessous donne les pressions limites tolérables (ou admissibles) entre deux piéces immobiles ou en mouvement dans des condi-

tions d'utilisation déterminées. On doit avoir : p< Pagn,

Contact entre piéces fixes Pression admissible (en MPa)

Sur acier ou fonte sans matage B0 a1o0
Sur acier ou fonte avec Iéger matage (ou sur béton) 200 2 250
Contact entre filets (ex. : vis d"assemblage) 15230

Contact entre pices mobiles Pression admissible (en MPa)
Contact entre filets (mobiles en fonctionnement) 2a6
Articulations en porte a faux 05a8
Articulations en chape (ou fourchetie) 1425
Paliers rigides avec flexion de I'arbre ; acier/fonte 1415
Paliers a rotule, acier sur bronze a graissage intermittant 1,5a2,5
Paliers acier trempé / bronze. Lubrification sur film d*huile 25a4
Paliers rectifiés de bielles ; graissage normal ou sans pression 649 ou 9215
Paliers de moteurs (automobile, aviation) ; rotules de coussinets 102425

* Dans le cas 0'un contact cylindre/plan ou sphére/plan, I'un des rayons est infini : 1. ¢,
(=]
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473 Exemples

47= 31 Calcul d'une clavette

Un arbre 1 de diamétre d = 30 mm tourne & 300 tr/min et trans-
met & une poulie 2 une puissance P=1,5 kW. Cette poulie 2 est
liée en rotation & I'arbre 1 par l'intermédiaire d'une clavette
parallele 3 de forme B, de longueur ¢

HYPOTHESES :

2 L'aj:gtement entre 1 et 2 ne transmet aucun moment autour
de (0, z) . Celui de la clavette 3 dans la rainure de 2 est glis-

LIAISON ARBRE-POULIE

5 JS9/h9
-
Q_ : ,: 3

sanit (pas de contraintes liées au montage). EFFORTS SUR LA CLAVETTE
m Laclavetie 3 est parfaitement paraliéle 2 I'axe (0.7 ) el la Résultante des y
répartition des pressions sur son flanc latéral est uniforme. i o ff".co”tam yr N 7
w Les conditions de fonctionnement sont mauvaises v e =
(démarrages fréquents, variations d'effort en fonctionnement). a| AN / i
) ¥ A a | ; : g
PROBLEME ~X\o / I
1° Déterminer les dimensions transversales 4 x bde la clavette B Condition
en fonction du diamétre de I'arbre. o a respecter
2° Déterminer [a longueur /# de la clavette afin qu'elle sup- £ ! £ 2,5
; z : Collage D
porte 2 pression de matage sur son flanc.
Pressions admissibles sur les flancs des clavettes et cannelures (en MPa)*
Conditions de fonctionnement
Type de montage
Mauvaises Moyennes Excellentes

Glissant sous charge 3210 5215 10420

Glissant sans charge 15230 20240 30a50

Fixe 40270 60 2 100 802 150
SOLUTION :
o — ey Tl Ul s
onction du diametre de I'arbre. Le fableau du G.D. § 38.121, g £ bJ2 £l

pour un arbre de 30 mm donne & =10; b=8.
2° Détermination de la longueur 1_1& la clavette :

m Calculer le couple moteur /o appliqué sur 2 :
Onsaitque P=#pz.0  (voir §59.3)

doi: 15X 10°= g, x300%2 %
15 x10° > 60

- Mo, =4TTN.m
m Calculer la résultante des actions de contact entre 2 et 3 :

[7eall 202 ; |Irppll = 227 |irall~ 3180,
R 30107

w Calculer Ia pression sur un flanc de la clavette :

La surface de liaison clavette/rainure étant plane, et la pression

uniformément répartie, on peut écrire (voir § 47.21) ;

*1MPa=1N/mmZ2

w Choisir dans le tableau ci-dessus une pression admissible
sur le fianc de la clavette :

Cas d'un montage fixe, avec des conditions de fonctionnement mau-
vaises, adoptons pagm = 40 MPa.*
m Ecrire la condition de non-matage :

p<Pain ; 3180 cap; /> 3180
x4 4 x40

/"> 19,9 mm. Nous adoptons : / = 20 mm.

cere P . 20 _p7.
m Vérifier que vl <25, 30_0.7.0,7.:2,5

REMARQUE :
Le caicul de la clavette au cisaillement donne une longueur plus faible. La
condition de non-matage est déterminante.



47«32 Calcul des arbres cannelés

Ce calcul s'assimile & celui d'une liaison par clavette. Leffort
tangentiel T transmettre s'exerce sur les flancs des cannelures
de 'arbre et sur ceux des rainures du moyeu, sur une surface to-
tale théorique : S= n. /. h. La condition de non-matage s'écrit :

T ’ cm

e = : =
5" P agm P atm
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$% L. Rypgy

Cm : couple moteur & transmetire (N.mm); Cm=T. Ry,

s' - surface réelle dappui par mm de longueur de contact (mm2/mm).
[ :longueur de contact arbre-alésage (mm).

§'=5'. L : surface totale réelle dappui.

R, - T@yON moyen mesuré a mi-hauteur d'une dent (mm).
Dy - PrESsion admissible sur les flancs des cannelures (MPa),
dépend des conditions d'utilisation (voir tableau § 47.31).

EXEMPLE :
Arbre cannelé (série moyenne)* d=52, 0=60, Cm=1 500 N.m.
Glissant sans charge. D'aprés lableau § 47.31 : p gy, = 15 MPa.

SOLUTIDN :
= Calculer Ia surface totale réelle d’appui :
- - Cm_ = i 2= ‘_l.ffjx‘mﬁ
SR - e T
s'. [ =3572mm?.

= Rechercher sur I'abaque ci-contre la valeur de s':
d="52 : 8 cannelures, série moyenne ; §"= 18 mmé/mm.

m Calculer L :
L = % L = 198,4mm,
1
L = 2,5 d ne convient pas (difficulté de brochage...).
= Prendre une série forte : 16 cannelures :
s'=36 mmZ/mm, L ;ﬁg_é'@ . L =99 mm convient.

4733 Calcul des chapes a ceil

La détérioration d'une chape peut se faire par :

m traction selon la section S; (cas1),

m cisaillement selon la section S, (cas 2),

= matage dans l'alésage avec répartition sinusoidale (cas 3)™.
Efiectuer les trois calouls et prendre la condition la plus défevorable.

EXEMPLE : .

Vérifier une chape au matage sachant que || Ff = 1000 N.
d=12, 8=10; p,, = 12 MPa (glissant sous charge).
SOLUTION :

_4x1000 _106MPa: 106<12. Condition vérifiée.
ax12 x10

*VoirG.D.§382.  ** Hypothise de calcul, voir § 47.222.

CARACTER!ZTIQUES GEOMETRIQUES

Surface soumise
au matage

n : cannelures

s A (mm2/mm)
AR NN
.._])@;ﬁgnatgn%! g i EERE Al
V.- Série moyenne "
b lege 41160
= 50

L
s}
Valeurs de s’

| d
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110  (mm)
Diamétres intérieurs d

SOLLICITATIONS SUR UNE CHAPE

Rupture par
Z traction selon (S;)
F

/2 K"(D-d).e‘"ﬁp"
@ Epaisseur : e & —
= 202 | Gisaillement selon (S,)

F 45°
45° F

-| ==———=R
F| VY2(D-d).e "8

2

Epaisseur : e
@% Détérioration
d
= par matage
~F "\m/: _—

- Pmax 4 F
% \ T 'IE = Padm

|

X
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48 Traction simple

48wl Hypotheses

m Solide idéal : matériau homogene, isotrope, poutre recti-
ligne, de section constante.

m Les aclions extérieures dans les sections extrémes sont
modélisables par deux résultantes A et B appliquées aux bary-
centres de ces sections, dirigées selon Ia ligne moyenne, orien-
tées vers I'extérieur de la poutre.

B{Ain} = s{g} E{Bin’ e B{g}

48w? Définition
Une poutre est sollicitée & la traction si, le torseur associé aux
forces de cohésion de la partie droite (ET) sur a partie gauche (I)
de la poutre peut se réduire en G, barycentre de la Section
droite (S) & une résultante perpendiculaire a (S), dirigée
vers 'extérieur de la matiére, telle que :

N#0;T,=0;T,=0

N\  Dans
G{Euhnﬂ}=[ *}91(5, % 7. 7): W>0)
a® M= 0; Mgy =05 Mg =0

REMARQUE :

5{Cohy} = —{Actions ext. & gauche/;}= E[

——

fom Tl T T N
e

= +,{Actions ext. & droite/y;)= G{

=

dou: ==A ; N=B et #g=0

48m3 Contrajntes .
dans une section droite

Les contraintes o, Gans une section droite (S) sont normales
a la section et uniformément réparties dans cette derniére. La
valeur de oy,en un point Mde (S) est :

oy=— N >0; ou>0

o 1, - contrainte normale en M (MPa)*.

N - effort normal (N).

S :aire de la section droite soumise & la traction (mm?2).
*1 MPa =1 N/mm’

SOLIDE IDE/.

Ligne moyenne

y
- :

— \ -
A f | [ \ B
—-—- A } - Y )(B I X

5 33
Résultantes d_es actions extérieures
appliquées sur la poutre AB

Ny

ISOLEMENT D’UNE PARTIE (I)

Résultante des forces de cohésion
de 11/1

Force élémentaire de cohésion I1/1

!

7y I\ At
i / .\\ o / __'(
A AL .
o 1 A
(o X o

L | e
5 SR

|
X S
Section droite (S)

Force a gauche s’exergant sur (I)

Xy

R (0, X, y, Z) lié & la poutre

RAG, X, y, Z) lié & la section (S)

REPARTITION DES CONTRAINTES DANS (S)

Section (S) soumise a la traction

7 \

. | O
E Y [0 -
R - = F =
zZ - - —]
—-- — X C.

Répartition uniforme des contraintes




48w4 Etude des déformations

48= 41 Essai de traction

La machine de traction permet d'appliquer trés progressivement
et sans choc un effort de traction F. afin d'étudier les allonge-
ments A # de I'éprouvette :

= Porter en ordonnée la valeur de I'effort unitaire A (ou
contrainte de traction o) en mégapascal (MPa)”.

o= F

So

F - effort de traction (en N),
S, : section initiale de I'éprouvette (en mm2).
= Porterenabscisse la valeur de I'allongement unitaire € ,:

A¢ : allongement de 'éprouvette (en mm) (fig. 2),

/. - longueur initiale de I'éprouvette (en mm).

La courbe obtenue o= f(g,) est appelée : courbe de traction,
elle est pratiquement indépendante des dimensions de référence
de 'éprouvette. Elle fait apparaitre deux zones :

w Lazone DA: |'éprouvette a une déformation élastique.
L'allongement unitaire est proportionnel a I'effort
appliqué. Dés que o est supprimé, Iéprouvette reprend sa
longueur initiale #.

On reste dans cette zone tant que o< R, avec Ry=F/S,™.

R, est la résistance élastique du matériau (MPa).

Pour les aciers : 200 < R, < 1000 (MPa).

m Lazone AD: o> R, : l'éprouvette a une déformation
plastique ou permanente. L'allongement unitaire n'est pius
proportionnel a l'effort unitaire appliqué. Lorsque orest suppri-
mé, 'éprouvette ne reprend pas sa longueur 7,

De A a C : I'éprouvette s'allonge et reste cylindrique.

De C 4 D - I'allongement continue de croitre avec un effort f,
moins important. Il apparalt un étranglement, ou striction, qui
s'accentue jusqu'a la rupture en D.

R, est la résistance 3 la rupture du matériau (MPa).

Aprés rupture, I'éprouvette a pour longueur ¢, On definit
I'allongement en %.

A% = 00 400  pour les aciers 0% < A% < 30%,

/o

*1MPa=10"Pa=1N/mm? *F,:force de limite élastique.
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@ COURCE CARACTERISTIQUE DE LESSAI

Résistance a la rupture : R,

0=g5 Alen MPa)
C C
n Bl A Résistance élastique
e~ @ [ TNV
S B (exemple : R, = 240 MPa)
Acier
E24
A
ool |
& >
- Palier de plasticité
= Domaine de déformation
i élastique
" Domaine de déformation n
- permanente -
(2) DEFORMATION DE L'EPROUVETTE
o Aire de la
o /4, : longueur initiale L eee——
i de 'éprouvette seetion
- droile : SU
mDeOaA:f<F**
Allongement A4 | |
il i
- % = i
= cF> F**
DeAaC:FkR>F ad 3
- — b= - - -
mDeCabD:Fy<Fopu ‘5‘%._ y
Striction = i
- NS R
— b= = = e —
=
m Apres rupture
pi 'S p 4 .
Trongon I Trongon I
e e i
4 Yy g i
sl 3
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48a42 Déformation d’une poutre
dans le domaine é]astique

48 w421 Déformation longitudinale

N —— ;

La contrainte o = S_ varie linéairement en fonction de l'allon-
0

gement unitaire £, pour le segment de droite OA C'est la loi de

Hooke (voir fig. 1).

W BE

o=E.g ;

o contrainte normale de traction (MPa).

£ module délasticité longitudinal ou d'Young (MPa).
&, :allongement unitaire (sans dimension).

N effort normal (N).

So : section droite initiale sournise 3 la traction (mm?).
A¢ : allongement de |a poutre (mm).

€y - longueur initiale de la poutre (mm).
L'allongement A £ s'écrit :

N. (g
E.Sy

Af=

48 w422 Déformation transversale
Lorsque une poutre sallonge dans la direction longitudinale

(1)) DEFOR:ATION LONGITUDINALE

o=E.g
Pour les aciers E =200 000 MPa
_Domaine _
élastique de
o N 4 | sécurite
Sg (voir § 48 . 5)
Re .
A /
Domaine Domaine
élastique plastique
utilisé
N; |8
]
Al | o AE
po =
f T &G
0 . o

@ DEFORMATION TRANSVERSALE

sous l'effet de A, on phsefve une ’mptraclion dans la direction YA ho & \Zﬁ:nag;
transversale perpendiculaire. On écrit que : ;
Ey=—v.€y _';-_' F: a3

&, - alengement unitaire selon (O, X' ) (sans unité). k. A & N

& - conlraction seloq (0, y') (ou raccourcissement), : £ = h

v . coefiicient de Poisson. :

Selon les matériaux: 01 <v=<0,5. _t-4 ' _hi—ho

Pour les aciers: v =03 . i % ¥ ho
48s 43 VALEURS DES CARACTERISTIQUES MECANIQUES DES METAUX ET PLASTIQUES*

Dénomination ot symbole | R, p (MPa) | E(MPa) Dénomination et symbole Ruin (MP2) |  E(MPa)

Fonte & graphite lamellaire FGL 200 200 80 000 Acrylonitrile - butadiéne - stryréne (ABS) 17 700
Fonte 2 graphite sphéroidal FGS 600. 3 370 170 000 Polyamide type 6-6 (PA 6/6) 49 1830
Acier non allié (E 24) § 235 215 210000 Polycarbonate (PC) 56 2450
Acier allié (25 CD 4) 25Cr Mo 4 700 210 000 Polytétrafluoroéthyléne (PTFE) 11 400
Bronze : Cu Sn 8P 390 100 000 Polystyréne (PS) 35 2800
Cupro-aluminium Cu Al 10 Ni S Fe 4 250 122 500 Polychlorure de vinyle (rigide) PVC U 35 2450
Duralumin AW-2017 (Al Cu 4 Mg Si) 240 72 500 Phénoplaste (bakélite) PF 21 25 7000
Alpax A $13 80 74500 Epoxyde (araldite) 28 2450

* Voir autres valeurs G.D. chapitre 56.




48w5 Condition de résistance

Pour des raisons de sécurité, la contrainte normale doit rester
inférieure a la résistance pratique a I'extension Ry, (voir
fig. 1, page précédente). La condition de résistance est :

WL _ g,

On définit Ry, (MPa) par le quotient suivant :

|oml = Bpe ou

Re

Rpa= s

R, résistance élastique a I'extension (MPay),
s - coefficient de sécurité (sans unité).

48w6 Condition de déformation

Pour des raisons fonctionnelles (problemes d'alignement
d'appuis, cahiers des charges. . .), il est parfois important de limi-
ter I'allongement. | doit rester inférieur & une valeur limite :
.& / |||T

48w7 Géométrie non parfaite *

Si le solide présente des variations brusques de section,
dans une zone proche de ces variations, fa répartition des
contraintes n'est plus uniforme. Il y a concentration de
contrainte. La contrainte maximale est :

|ol max = Ki.|Olnom ; 1<K <3

K; - coefficient de conceniration de contrainte de traction.
Gom: CONtrainte normale nominale (6o = "Si ).
K est fonction de fa forme de fa piece (circulaire ou plane) et

de la nature du changemert de section (Epaulement, gorge,
alésage, efc.).

Les valeurs expérimentales de K; sont données par les
graphiques § 48.8.

Pour un filetage IS0 triangulaire : Ky = 2.5

Les matériaux ductiles sont peu affectés par les
concentrations de coniraintes. Les matériaux cassant
y sont trés sensibles.

* On dit que le solide est régl.
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Coefficient de Conditions générales de calculs
sécurité (s) (sauf réglementation particuliere)
15a2 Cas exceptionnels de grande [égéreté.
Hypothéses de charges surévaluées.
2a3 | Construction o I'on recherche la l1égéreté (aviation).

Hypotheses de calcul la plus défavorable (charpente
avec vent ou neige, engrenages avec une seule dent

Ascenseurs.

BN prise ...).

3ad Bonne construction, calculs soignés, haubans fixes.

4as Construction courante (Iégers efforis dynamigues non
pris en compte. Treuils.)

5ad Calculs sommaires, efforts difficiles a évaluer (cas de
chocs, mouvements alternatifs, appareils de levage,
manutention).

8at0 Matériaux non homogénes. Chocs, élingues de levage.

10a15 Chocs tris imporiants, trés mal connus (presses).

CONCENTRATION DE CONTRAINTE

GFTTE.X

A |

Co

-N a GT

—

:-—a-- o

= -

b S |

[ i ;J Omax
r

Méthode de calcul d'un solide réel

1° Calculer |6l nom -

2° Analyser ta nature de la géométrie, (épaulement, gorge...),
seclion circulaire ou prismatique et choisir 1a courbe § 48.8.

3 Calguler: ©, 0, ou .
d d d
4° Déterminer Ia valeur de K; correspondante.

5° Calculer |olmax= Kt|o|nom-

6° Ecrire la condition de résistance :

0l max < Rgg .
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48 =8 COEFFICIENTS DE CONCENTRATION DE CONTRAINTE K, *
" Arbre de section circulaire épaulé
r K A
y O | 26—
S ¥ e . f
N -N N i
- o - = - : : 2,2 T
A l.l" 18—
A o 1
B 14
- INI _nd?
eom! = S T4 Exemple : é =0,125;% =1,05; K,=1,4
Arbre de section circulaire avec gorge
Ki
c:l - 3’09
b ’/_ i i \ Gmax =
N -N N E 26
g - - e _ ~
e, .. o | 92| -
A _'T ]
©
1,8
1,4 0
|U|m = KE Iﬂ'ml' 0
1,0 >
_ NI _nd? 0 005 010 015 020 025 0,30 it
Ol =5 =T d
Exemple : & =0,125;g =1,05; K,=17
Plague plane avec changement de section
K, )
P - . 3,0
g _
¥ G |28
I ARl iy B
[ A B
A - 18
1,4 T —
blm = K: I'O-mml —_—t—t— _,‘F_._l__:___j ! i ;“11..1'02
INI Y0 005 010 045 020 025 030
bﬂﬂml = 'E S = h -« B Ll L ] '] ’ ¥ H
Exemple : % =0,125; %: 1,05; K,=1,4

* D'aprés CETIM.
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Plague plane am.ﬂm-_iaignénsw les bords

Zi4

K A
30
2,6
2,2

1,8
14

1.0
0

0,05 01

Exemple :

015 02 026 03 L

=

=0,125;

L h-105K, 1.8

Plague plane percée d'un trou sur axe de symétrie longitudinal

=

=

Il = K, WBig

_IN

lolhom=

S=(H-d)e

K,
3,0

28|
2,6
24
2,24

tA

' | SR

2.0
0

0,1

Exemple :

02 03 04 05 086 07 08

K=25

I

10| nom =

IN|

S

ke = #6100

S=(¢-d)e

0

0.1

Exemple :

02 03 04 05 06 G?

=035 ; %:1,0 : K=3

"%!Q

d
¢
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48=9 Exemples

48w 91 Vérification d'un tirant

Un profilé IPN, sert de chemin de roulement pour un palan. Il est
suspendu par 3 tirants de & 10 mm et de longueur 400 mm.
Ces tirants sont en acier de résistance élastique A, =240 MPa,
de module d'Young : £=2. 10° MPa, Le coefficient de sécuri-
té est - s=8 (appareil de levage, voir tableau § 48.5). Le tirant le
plus chargé supporte une charge verticale de 600 N. L'allon-
gement ne doit pas dépasser 0,5 mm.

1° Vérifier que ce tirant peut supporter cette charge dans des
conditions satisfaisantes de sécurité.

2° Vérifier que I'allongement reste acceplable.

REPONSE :

Le calcul se fait selon la méthode définie a la page
suivante. 1 est une poutre soumise a deux résultantes
opposées AsnetB 31 - (sollicitation de traction).

1° Vérification de la résistance a la traction :
ZONE 1 : SOLIDE IDEAL : I R I
La contrainte nominale est : | O nom| = A

| 'effort normal est : || V|| =|| Asn || = 600 N

®w Calculer la surface soumise & la traction e la contrainte :
LI 2 Ly
4 4
dlol |G o] = f%”&- - 7.64 MPa
= Calculer la résistance pratigue a I'extension, R ,,
By @a 5 230 By = 30 MPa
m Ecrire Ia condition de résistance :
|own| <R, 764<30
Dans la zone 1, le tirant convient.
ZONE 2 : SOLIDE REEL :

® (Calculer la surface soumise a la traction :
ds=d-12268p ; p=15 (p=pas)
dy=815mm; §, =78 Lt
m Calculer la contrainte nominale dans la zone 2 :

-600 _114
| & nonl 523 1,47 MPa .

L.a concentration de contrainte au fond du filet est : K, = 25
(voir § 48.7).
m Calculer: |o|max=K; . | Goom|

|o| max=2,5> 11,47

|o| max = 28,68 MPa .

" Voir G.D. § 30.31.

SCHEMA DE L’ INSTALLATION

Tirant de suspension 1

Attache 3

Attache 2

Palan électrique

TIRANT 1 ISOLE

ABH
A x
A
I
=
) =
< da=10_
,-—L.\
Y /

Section
soumise
a la traction

Zone 2
Solide réel

Zone 1
Solide idéal

Zone 2
Solide réel

Changement
de diameétre
dii au filetage
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m Ecrire la condition de résistance :

= | o
|0l < Rpe 288<30. (1) METHODE DE CALCUL DE VERIFICATION

2° Calcul de vérification 2 la défurmatiion : efforts, géométrie (d.¢), metiére (A, E)
o g IN i f’g |
Allongement d'aprés § 48.42 - |A¢] = E.5, - Modéliser le solide (poutre rectifigne)
* ]
|A€] = _G0x400 0,015: 0015<0,5 - acoeptable. | Déterminer la nature de la sollicitation

2 % 10° x 78,65

4892 Enveloppe cylindrique mince

Les vérins d'une presse hydraulique, par exemple, sont ali- Calcaler] - Caioiar Tall :
mentés par de I'huile sous pression, circulant dans des canali- Rl L AIRLTGE Vet anger
: : ) ; due a la traction dil a la traction
sations, ce qui provoque des contraintes en leur sein. — -
| W] _INl&
PROBLEME : nom mag |A€] = F -
1° Etablir la relation donnant la valeur de o en fonction de : : =2

Desi, 0, € (voir fig. 2).

2° Déterminer la valeur : e du tube pour qu'il résiste en toute
sécuriié & la pression effective.

On donne p = 15 MPa*, d = 10mm, s = 5, R, = 280 MPa.*
REPONSE :

“Condition™
de déformation  °
A€=< Alyn?

Calculer Rpe= i}
5 Non

1° Le demi-tube (1) isolé est en équilibre sous I'action - Oui Calculer : Ou
m Delarésultante B des dF; dues 2 la pression : |ormax| = Kt lornon|
R=pey.L.d T %
; ; Condition™
D - pression effective (MPa) avec Doy = P — Pam - Non de résistance

p; . pression intérieure du tube (MPa).

Pan : Pression atmosphérique s'exercant sur le tube (VPa).

L :longueur du demi-tube isolé (mm).

¢ :diamétre du tube (mm).

m Des forces de cohésion dans la section diamétrale (S4) dont

: Gunditiﬁﬁ |
derésistance ™
o] < Ao 2

la résultante en G est normale & (S ). Oui Organe satisfaisant
N=3 oy. i =
s | Organe & modifier

pvec N+ R =0;sur(0,%) 3 .05 — pgr-L.d=0
( )(sn T (2) ISOLEMENT D'UN DEMI-TUBE (1)

=Cte dol: o, ¥ ds— per.L.d=10 -
Ty GX{SI) Dt %

_ d
‘+

de définition des
sollicitations lié a (S,)

S ds=2.6.0  0p.20.0— py.Ll.d=0.
(51)

La valeur de la contrainte est :

i}
Tx= Pett- 3¢

o, - contrainte normale selon (G, x) (MPa).
e épaisseur du tube (mm).

d :diamétre du tube (mm). = £l — =
= Xdf.
Pe: - pression effective (MPa). i '

*1MPa = 1N/mm? = 10bars. ~ ** Voir § 49.8 pour la méthode de détermination.
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On démontre aussi que:

Idjzp _L
z eff de

On constate que o, est le double de o, nous ne calculerons par
la suite gue o,

2° Calculer I'épaisseur du tube :

» Calculer Ia contrainte déterminante :

d 15 %10
Cx = Peff e — . Ox=

28 2xe

= Calculer Ay, :
R = % = 56 MPa

m Ecrire la condition de résistance pour un solide
parfait : (zone éloignée des extrémités du tube et de ses liaisons
avec les solides voisins. Coefficient d'assemblage égal a 1).

15 x10
SRy =%
d'ot - o= 1010 . oo 433 mm
2 %56

On adopte : : 1,5 mm.

m Vérifier les hypothéses de modélisation :

Une enveloppe est considérée comme étant mince si la
condition : .gl > 20 est respectée.

Celouler r=4.; = 18- =66, Condition ron érfée. C'et
une enveloppe épaisse. *

Pour un calcul plus précis, il faut changer la modélisation géo-
métrique. Pour les enveloppes épaisses :

p3+0%

Pet = HRpe avec g!'<zn

0%-0%

D;  diamétre intérieur de I'enveloppe (mm).

D, : diamétre extérieur de I'enveloppe (mm).

P : pression effective dans I'enveloppe (MPa).

R e : résistance pratique a l'extension du matériau (iPa).

48=93 Enveloppe sphérique mince
De la méme fagon, [ résultante R des forces de pression est :

[l = pess- “—4‘-’2 -

L'épaisseur : e pour Une enveloppe sphérique réelle est :

e = _Peit-d

+C
a3. Rpe (voir tableau)

ENVELOPPES MINCES REELLES SOUMISES
A UNE PRESSION INTERIEURE

Assemblage par soudure

Peti- d d

e;za.ﬂpe t+cC (avec:g:vz{})

¢ : surépaisseur de corrosion et d’irrégularité (1 4 3 mm)
a : coefficient d'assemblage li¢ 4 la solution technologigue

Valeurs du coefficient d'assemblage : 3

0,39 Soudure non contrilable 2 I'envers.

Rivetage sur un seul rang.

0,6 Soudure contrilable sur les deux faces pendant
I'exécution.
Rivetage sur deux rangs.

0,75 Soudure contrdtable sur les deux faces aprés exécution.
0.84 Rivetage avec trois épaisseurs de tile et quatre
rangées de rivels.
0,9 Soudure contrilée aux rayons X el recuit.
1] Réservoir, tube, sans joint.

ISOLEMENT D’UNE PARTIE (I) D’'UNE ENVELOPPE
SPHERIQUE

B = i R : Résultante des forces
J +ﬁ dues 2 la pression effective
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48« 10 Les composites (1) COMPOSITE UNIDIRECTIONNEL A FIBRES LONGUES

Ce sont des solides réels car les matériaux qui les composent ‘FN :

ne sont ni homogeénes, ni isotropes (feur résistance et leur :’: :B"JF'

déformation varient selon la direction des efforts) (voir fig. 2). . d

IIs sont constitués de deux éléments™ (voir fig. 1). Fibres

m Lerenfort (généralement des fibres) qui supportent I'essentiel i (ex. : Verre)

des efforts.

w Lamatrice qui assure le lien entre les fibres. =2 Ma‘frice

Les matériaux composites unidirectionnels sont caractérisés par (ex. : Epoxy)

des fibres disposées parallélement les unes par rapport aux g

autres, La résistance a la iraction est maximum lorsque la T

direction des efforts est selon celles des fibres. Dans ce cas, en '

supposant que I'adnésion fibre-matrice est bonne, I'allongement l £ Résuitante des

unitaire de chaque composant est identique. La charge appliquée m efforts appliqués

est partagée entre les fibres et la matrice. La contrainte o

(en MPa) sur la composite est : Exemples de taux de volume en fibres : V
op=op.Vy +op(1= V) Verre - Epoxy 60 %

oy - contrainte dans les fibres (MPa). Verre - Polyamide 6 - 6 30 %

V;  taux de volume en fibres (en %).

o, - contrainte dans la matrice (MPa). =
- IENTATION CHARGE - FIBRE
Le module d'Young £, (MPa) est donné par la relation : @ = %

Ny 4N R, ) (MPa)
Eg= Eq.Vi+ En(1— V) “’/"LJL 1500 +

F; - module d'Young des fibres (MPa). b CARBONE
V, - taux de volume en fibres (en %). / 10001 EPOXY
F., : module d'Young de la matrice (MPa).

500 +
REMAROUE : 3
Si la charge est appliquée obliquement par rapport aux fibres, / : } ; -
la résistance chute rapidement. Orientation des filtres 30° 60° 90°

CARACTERISTIQUES COMPAREES DES ACIERS, ALLIAGES ET COMPOSITES

R, E A T Uy | R E A T | ¥
Nature (MPa) |(MPa) | (%) |Limite | (%) Nature (MPa) | (MPa) | (%) | Limite | (%)
(°C) (°0)
Acier35CrMo4 | 1000 (200000 | 11 600 - | Mluminiutm AU4G| 400 | 72000 6310 200 -
Polyamide 66 | 49 | 2000 80 - | Sic-Rluminium | 700 |105000 | 065 | 400 35
Verre-Polyamide| 160 | 10000 | 15 120 30 | Bore-Titane(TAGV)| 1000 |250000 | 0.4 650 40

Verre-Epoxy 2000 | 53000 | 3,5 160 60 | Carbone-Carbone |56-180 | 20000 | 3,3 2500 30

KevlarEpoxy | 1600 | 75000 | 2 0 | eo |M20Veme | ., 450000 | 02 | 550 30
(Pyrex)

Avec : A, résistance min & la rupture - E: module d"Young - A: allengement en % - T : température limite.

*\oir G.D. chapitre 58 pour compléments d'information.
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49 Compression
simple

49«1 Hypotheses

Le solide est idéal : matériau homogéne, isotrope, pouitre rec-
tiligne et de section constante, de forme voising du caré
(b= 15 a). Les sections circulaires conviennent parfaitement.
L.a longueur L doit étre comprise entre 3 et 8 fois [a dimension
transversale la plus faible pour éviter le risque de flambage.

Les actions extérieures dansles @inns extrémes sont
modélisables par deux résultantes A et B, appliquées aux bary-
centres de ces sections, dirigées selon la ligne moyenne, vers
I'intérieur de la poutre.

49w2 Définition

Une poutre est sollicitée 2 la compression si, Ie torseur associé
aux forces de cohésion de la partie droite (IT) sur la partie
gauche (I) de la poutre peut s réduire en G, barycentre de la
section droite (S), 4 une résultante perpendiculaire a (S)
dirigée vers 'intérieur de la matiére, telle que :

5 N#0;T,=0;T,=0
B‘cuhllﬂ’ ( }ﬁ(G :nfr,z) (N<D)

A= 0; Migy=05 Mg, =0

SOLIDE IDEAC

—

VI

Section circulaire

1)

d
A
Section rectangulaire b =<1,5a
- L wic
\‘ Ligne moyenne g
— e

] s :
A, / / A
m
Résultantes des actions extérieures

ISOLEMENT D'UNE PARTIE (I) D'UNE POUTRE

Résultantes des forces extérieures “a gauche”

\k y Forces exercées par 11/1
\ Ay
\ 3 \ !
\ Aty
N

Résultantes des forces de _cohésich | Section (S)

avec : {Cohy,} = - {Actions & gauche/;} = - [ ’i]
e G ol 0

ﬁ:-—ﬁf K l‘?g=0

49=3 Contraintes
dans une section droite

Elies sont normales & (S) et uniformément réparties dans celle
derniére. La contrainte o, (MPa)™ a pour valeur :

o‘m=-;—" avecN<0; om<0

N - effort normal (N).
S section droite soumise a la compression (mime).

49 w4 Déformation d'une poutre

Dans le domaine élastique, les contraintes et les déformations
sont proportionnelles**. Le raccourcissement A ¢ (mm) est :

R

I+ N<O AF<D
E. S

- effort normal (N).

- longueur initiale de la poutre (mm).

- section droite soumise a la compression (mm?).

- module ¢'élasticité longitudinal (module d'Young) (MPa)."**

mmc\a

REPARTITION UNIFORME DES CONTRAINTES

y T . Section (S) soumise &
Gy -
= o 1 / la compression
A et >
(D) |- G J X
X -

DEFORMATION D'UNE POUTRE

YA 4, : Longueur totale (avant déformation)

A/ Raccourcissement

A

A

-
~N

" i Seiioa |
Section droite aprés déformation

Zih

Section droite avant déformation

*{MPa=1Nmm? **VoirloideHooke §48.421.  *** Voir valeurs de £ §48.43.



49s5 Condition de résistance

Pour des raisons de sécurité, 1a contrainte normale doit rester
inférieure & la résistance pratique & fa compression R,
On définit R, par le rapport suivant -

Rp{:= B;c

R, : résistance élastique a la compression (MPa).
s :coefficient de sécurité (sans unité).

La condition de résistance est :

|N

|o| =< Rpe — =< Rpe

m Les aciers doux et mi-durs ont la méme résistance élastique
R, en traction et en compression.”

m Le béton et la fonte ont des résistances élastiques tres diffé-
rentes en traction et en compression, ainsi que tous les maté-
riaux non homogénes et non isotropes.

m Si le poids de la poutre verticale n'est pas négligeable
(cables d'ascenseurs de grands immeubles, piles de ponts, che-
minées d'usine. ..), la condition de résistance est :

N| _|P]

—_— e ——

8 3
P poids total de la poutre (N).

‘tﬂw

49e6 Solides réels
Ce sont des solides qui s'écartent des conditions idéales.

SECTIONS BRUSQUEMENT VARIABLES :
La section est de forme proche du carré ou du cercle, comme en
traction, dans les zones de changement de section, la répartition
des contraintes n'est plus uniforme. Cette conceniration de
contrainte est peu dangereuse en compression ; elle est,
en général, négligée.

SECTIONS TRES PLATES :
Dans le cas d'une poutre plate (par exemple b=10 &), si

3b< L<8b ona:30a< L <80a Sous I'action de N la poutre
fléchit selon AMS, la sollicitation de flambage** rem-
place la compression simple.

SOLIDES TRES MINCES :

Si h devient trés petite, on n'obtient plus de déforma-
tion significative. Tout se passe comme si on maintenait &
piece latéralement par des parois solides. La sollicitation de
compression est remplacee par du matage.***

*Voir valeurs de R, pour différents matériaux § 48.43 et 6.D. chapitre 56.

145

RESIZTANCE ELASTIQUE DU BETON

Les valeurs ci-dessous sont fonction des dosages en kg de
ciment par m3 de héton en place aprés 28 jours d'dge.

Bosage Bétons non contrdlés |  Bétons contrblés
| Compression Imlinn Compression | Traction
(O/M) | (entpa) | (enmpa) | (enmpa) | (entPa)
250 15 15 18 1,8
400 25 2 30 2.4
RESISTANCES ELASTIQUES DE LA FONTE
Nuance | A lacompression (MPa) | A la traction (MPa)
FLG 150 150 20
Ft 15 150 20
Poutres Poids négligé Poids propre P
verticales non négligé
Conrainte | | = " loi __’_;1 Pl
Déformation [Nl £ N4y W, |Pl.n
l‘“ﬁm} s 2% af s ES 2 ES

SOLIDES DE SECTIONS BRUSQUEMENT VARIABLES

—

-N

—— |

=5\ /

N
g o———

/‘L__

Concentrations de contraintes

(peu dangereuses en compression)

PIECES LONGUES

M

Phénoméne de flambage

PIECES TRES COURTES

“ V/////W////J

-

—

-
_

C oo

\\\\\T\\w-g Phénomeéne

de matage

** Voir § 55.5.

“** Voir chapitre 47.
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498 Méthodes de calculs en traction-compression

Il existe deux méthodes de calculs en traction ou compression.

m Le calcul de vérification : les efforts sont connus, I'organe est
determiné (dimensions, matériaux connus) et on vérifie s'il convient.
Si cela n'est pas le cas, on calcule de nouvelles dimensions, et/ou on

change de matériau.

CALCUL DE VERIFICATION (voir exemple § 48.91) -

m Le calcul de détermination : les efforts sont connus (par
exemple), le matériau est déterminé ef on calcule les dimensions.

Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance
(contraintes determinantes), soit un calcul de déformation
(detormations déterminantes) soit les deux types de calcul.

Faire le bilan des données :

On connait :

m | 'effort appliqué sur I'organe isolé : [NV].
m Le matériau (donc R, ou Rg). Le coefficient de sécurité (donc Ay, ou Ry,
m Les dimensions transversales (donc S) et longitudinales (#)

i

QO Type de calcu

1?2 >

Calcul de résistance : calculer oyl - Iv]
S

Calcul de déformation : calculer |A £~ INI. 4

Condition de , , Condition de "
Non résistance respectée Oui [L déformation respectée gl
loml < Rge — A7 < Ali
( Organe satisfaisant )
Choisir de nouvelles dimensions et/ou un nouveau matériau. Recommencer le calcul de vérification.
CALCUL DE DETERMINATION (voir exemple § 48.92) :
Calcul de résistance : |om| = Rpeou oMl < By, Calcul de déformation: A/ = A/ A Ll il R
.S
On connait : On connait : On connait : On connait : On connait : On connait :
W L'effort | N W L'etionl |N| ¥ Les dimensions M L'etiort | N| M Leffort | N| W Les dimensions
M Le maiériau M Les dimensions transversales ¥ Le matériau M Les dimensions transversales
(Rge 0u Rye) transversales = Le matériay (module E') transversales W La longueur
W La fongueur M La longueur W Le matériau (E )
ﬁﬂfﬂm @ldfﬁ"m Gt&f]i,m
On caleule : On caleule : On calcule : On calcule : On calcule - On calcule :
M Les dimensions B R, (ou Ry, ) ¥ La force max que W Les dimensions W Le module M La force max que
fransversales puis R, (ou A ;) peut supporter 'organe | transversales d'Young £ peut supporier I'organe
IV |¥]- o _ inl_
il il il £ s
g Ryp =M Vs B o ] e TufL Aljm-E. §
| N e coa ki S8 Lum (| Wmal < .
7 |Wasel < Bpee S M- o - ‘e
Rpe On choisit le matériau g pe. S=— = On choisit le matériau
D'ois dou bet h E.A 7 i :




50 Cisaillement
simple

501 Hypotheses

Le solide est idéal - matériau homogéne, isotrope, poutre rec-
tiligne de section constante, avec plan () de symétrie vertical
Les actions extérieures sont modélisables en Ael B, situés
dans (), par deux résultantes verticales A et B, directement
opposées, situées dans e plan de cisaillement (P) perpendicu-
laire 4 la ligne moyenne.

{Mﬂ}n{g}; {Bi‘”‘}zs{g}

502 Définition

Une poutre est sollicitée au cisaillement si le torseur associé atix
forces de cohésion de la partie droite (IT) sur la partie gauche (T) de
la poutre peut se réduire en G, barycentie de la section
droite (S), & une résultante située dans le plan (S), telle que

N=0;T,#0;T,#0

Dans

E[c“hllﬂ} ( R(G. X ¥,
’ ( xra(ff:ﬂ;i{{fs’,:n;ﬂfﬁz=ﬂ

REMARQUES :
®.{Cohy;;) = {Actions ext. & gauche/}= —{A} T=-A

+

—

= +.{Actions ext. 2 droite/y;}= a{ﬁ} He=0

m Dans la réalte, A s'exercs & une distance Ax, s petite, du
plan (P) dans lequel se situe B et un faible moment de flexion,
selon (G,Z) , apparait (majorer le coefficient de sécurite).

Algébriquement : #fz, = — | All . Ax.

503 Contraintes
dans une section droite
Les contraintes tangentielles T u sont sensiblement uniformeé-

ment réparties dans une section droite. On définit une confrainte
MOYENNE T,y €gale & Ty SUPPOSEe uniformément répartie :
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rm =I£

Tyoy - CONtrainte tangentielle moyenne (MPa)”.
T effort tangentiel (ou tranchant) (N).
S - section droite soumise au cisaillement (mm?2).

*1 MPa=1N/mm’.

SOLIDE IDEAL
Plan de
" cisaillement
Ligne 1 \7|
moyenne [~
P A
] a

__Jr}_7z{"5|! = -

ésultantes des actions extérieures

ISOLEMENT D'UNE PARTIE GAUCHE (I)
Résultante des forces de cohésion (IT)/{
Section de la coupure (S) ]7% B /
= T
v :

1 IA ]

(@) _—

(1) -_;“"/

x YA

—
E

el

Z

Résultante des forces “a gauche”/(1)

)

CAS REEL

Ay = e

N7

o0 G

-

Résultante des
forces ext /(1) }—q: v

__ Partie () _

Partie (I)_

CONTRAINTES DANS UNE SECTION

1120ty = gl = .oc. =ITinoyll = Cte
Section soumise au cisaillement

(1)

Y
-

\
Contrainte tangentielle en M,

-
!
x4
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50w4 Etude des déformations

50=41 Essai de cisaillement

L'essai de cisaillernent fait apparaitre, comme pour la traction,
deux zones :

- Lazone OA de déformation élastique ou domaine élastique
(la charge F est proportionnelle au glissement transversal
Ay des sections droites $/Sg) ;

- |a zone ABC de déformation permanente, ou domaine
plastique.

5042 Déformation d'une poutre
dans le domaine élastique

On définit le glissement relatif y par le rapport :

Ay
‘}' e
Ax

Ay glissement transversal entre deux sections (S) et (Sp) (mm).
A x: distance entre deux sections (S) et (Sg) (mm).

La loi de Hooke établit la proportionnalité entre les contraintes
tangentielles et le glissement relatif :

Tooy = G.7

Tryy - CONtrinte tangentielle moyenne (MPa)**.
G : module d'élasticité transversal (de Coulomb) (MPa).
y - glissement relatif (sans unité).

On peut écrire aussi ;

T _g. 0¥

S “Ax

- force tangentielle (N).

- aire de la section soumise au cisaillement (mm2).

- module d'élasticité transversal (de Coulomb) (MPa).
Ay : glissement transversal entre (S) et (S ) {(mm).

A x: distance entre (S) et (S o) (mm).

G, au méme titre que E, est une constante caractéristique du
matériau, déterminge par essais.

o~

COURBE CARACTERISTIQUE DE L’ESSAI
Support mobile

Eprouvette 1 }_lF”“ (N) B
max
- < DX
AN

Déformation_ _ Déformation
élastique il o permanente !

DEFORMATION D'UNE POUTRE

(S) : Section droite avant déformation

(S) : Section droite aprés déformation

Partie (IT) )

| B ¥ e
Partie (I) /éI//
B'J > 4 »
F g
AX /

Glissement transversal de S/S; \

Effort tangentiel appliqué sur (I)

I Avec : Ax trés faible ; #f5, négligeable |

Matériau Plexiglass | Verre Alpax
| Duralumin

 Laiton Fontes | Bronzes Aciers | Acier

a ressort

Valeur de &
en (MPa)

11000 28 000 32 D00

34 00D 40 b0 48 000 80 000 84 000

*liretau.  **1MPa=1N/mm?




505 Condition de résistance

Pour des raisons de sécurité et d'incertitude sur les hypo-
theses (Ie cisaillement pur n'existe pas), la contrainte tangentielle
doit rester inférieure 4 la résistance pratique au cisaillement (ou
au glissement).

On définit la résistance pratique au glissement par le guo-
tient de Ia résistance élastique par le coefficient de sécurite s
{voir valeurs au § 48.5).

R, resistance pratique au glissement (MPa).
R.,: tésistance élastique au glissement (MPa).
s coefficient de sécurité (sans unité).

La condition de résistance s'écrit :

]Tmu,; &:Rm om — = Rm

50=6 Exemples de calculs

50e61 Détermination du diametre
d'un clou cannelé CTR 1

Une tole 1 est fixée au support 2 par un clou cannelé 3. La force
F exercée sur la tole est de 4 000 N, dans un plan paraliéle &
ses faces. |a résistance pratique au glissement du clou cannelé
est Apg =50 MPa.

Calculer le diamétre du clou cannelg.

1° Modéliser les efforts et rechercher la sollicitation :

L'isolement du clou montre qu'il est soumis a 2 forces opposées
perpendiculaires a la ligne moyenne. Cest du cisaillement.

2° Calculer Ia contrainte, écrire la condition de
résistance :
|7l

[

3° Calculer le diamétre minimal du clou :

_alrl g= 4/ ATL

Jfﬂm

; |7-'[ = Rpg‘. 1T|

lr]=

gz =

dou- g=4/ 12499 - 10,09mm; prendre d= 12 mm.
7 % 50
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RELATION NTRE LA RESISTANCE ELASTIQUE
A LA TRACTION (R,) ET LA RESISTANCE ELAS-
TIQUE AU CISAILLEMENT OU GLISSEMENT (R,,)

Matériaux Relation
R, =1(R,)

Rcier doux (R, = 270 MPa) .

Alliages d*aluminium Reg = 0.5 R,
Ielote e R, =0,1R
(320 < R, = 500 MPa) Al
Aciers durs (R, = 600 MPa) R, =08R
Fontes é )

Relation générale R,,=f(R,)

*"n Rc
= .R ol
eg 1"'*[] e 1]
R, : résistance élastique a la compression

ASSEMBLAGE PAR CLOU CANNELE

Ny g,

F
VAL O FSET.

ISOLEMENT DU CLOU CANNELE

Résultante des actions de contact de 1/3

1AyslI=IIF /
/—\ E“;

A

i

s

B

l.ih

;

o
(]
N
@

1A, 5ll= 1Byl =Tl

Section circulaire cisaillee @ AB

Résultante des actions de contact de 2/3
ou effort tranchant en B
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50= 62 Vérification d'une goupille

La liaison en chape de 2/3 est réalisée par une goupille 1 de
d=8mm de résistance pratique au cisaillement A, = 24 MPa.
La charge appliquée est || Fl=2 000 N.

Vérifier si le diamétre de la goupille convient.

w Isoler la goupille 1 : elle est soumise & un double
cisaillement (fig. 2) (deux sections cisaillées).

w Ecrire Ia condition de résistance :
e \/ 27
M. H pg
ons cigilkee - 4
2 sections cisaillées \ :
2x 2000

— :8=1728: lacondition de résistance est
X 24 vérifice.

|17 ]| < Rig ;“_'|"|_F'|‘J’2' < Rpy:
o{nmd”

8=

50w 63 Détermination
d'une liaison collée

Déterminer fa longueur minimale du cylindre de collage entre 1 et
2, sachant que son diamétre est 20 mm, quelaforce £ appli-
quée est 20 000 N et que la limite a la rupture au cisaillement de
la colle est A, = 15 MPa™.

= Rechercher la sollicitation : le film de colle est soumis
a des forces opposées qui tendent & faire glisser les sections
cylindrigues les unes par rapport aux autres. C'est du cisaille-
ment.

m Calculer la contrainte tangentielle|| 7 oy -

7 LA (L1 ]
) S ﬂ‘.ﬂ'. fli’ﬂ
m Ecrire 12 condition de résistance :
Tyl < Reg dou: — < g
m.d. fﬁm

La lengueur minimale de |'assemblage collé est :

__ I
|_["'“ EXAE

Application numérigue :

bz —000 = 919 mm
ax20x15

REMARQUE :

m A lasollicitation de cisaillement viennent sajouter la résistance
au pelage™™ qui solliciie les bords du joint de colle et la résis-
tance aux agents chimigues. Il y a donc lieu de surdimensionner

largement fe résultat ci-dessus (ex. : le multiplier par 2).
*1MPa=1Nmm2_  **Voir G.D.chapitre 29.

(1) LIAISON EN CHAPE 2/3
3 2
F
] Goupille 1
@ DOUBLE CISAILLEMENT DE 1
Résultantes des actions de contact de 2/1
> Agpq A Byt -
= B
— CS;"I D_ g C DQ#’_‘_

Résultantes des actions de contact de 3/1

LIAISON DE 1 ET 2 PAR COLLAGE

1

+

ltrin?

_F
=

A
¥

ISOLEMENT DE L’ARBRE 1

_ Résultante des forces
l élémentraires de cohésion

N g \
[ '(_lﬁ(&fﬁﬂ - / \ -
J= A -f;: \
A / Y
Longueur
du film

TSI 1

-1

-

Surface cylindrique du film de colle 3 cisaillé

m Le principe du calcul reste valable si 1 et 2 sont liés par bra-
sage et non par collage.



APPLICATION 1.
Détermination d'une liaison collée soumise & un couple.

Lasolution collée offre une alternative intéressante pour réaliser
une liaison encastrement entre un pignon denté et son arbre :
réduction du codt de fabrication et de montage.

Apres polymérisation, la résine transmet le couple tout en
assurant la démontabilité.

Toutefois, la température de fonctionnement doit rester inférieure
2150 °C.

DOMNEES :

Figure ci-contre. Couple a transmetire C, = 8N.m.
PROBLEME :

Evaluer la faisabilité de cette solution.

RESOLUTION :

= On calcule la contrainte d'utilisation par la refation :

’_‘ W= 1‘|:'|~.f1.f2.!3.ff.f5_ . ~‘
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EMMANCHEMENT COLLE

Température de service t; = 70 °C
L =12

& 16 HB/T8
Collé Loctite® 638
Couple -
3 » /
. B B 1 Arrachement
E \ v - ————— =
Ty \. Arbre C 35
Pignon 42 Cr Mo 4
S
Résistance au cisaillement 7 **
Résine polymérisée 603 638
7¢; (MPa) 20432 22340

Chaque terme se reléve ci-contre ; on obtient :
Résine 638 : 7 = 22 & 40 MPa (effectuer deux calculs).
Matériau {4 = 0,9 (acier alli€).
Jeu 21y =1(16 H8/f8 —jeu moyen = 0,043 mm).
Rugosité  : f3 = 1(Ra =16 um).
Température : f, = 0,8 (t= 70 °C).
L 12
Forme :fe=09 (_D o 075 et D=16 mm)_
On trouve 7y = 14,2225,9 MPa .
w Couple transmissible sans & coups :

Co= Tw-S-g avec S= ar.0.L (surface collée).
Comme 7y =1422259MPa, D=16mm, L=12mm,
Cp=10685a125N.m.

NOTA:

Des charges dynamigues, fréquentes, conduisent & minorer ces
valeurs en les ramenant, par expérience, a 33 % environ pour un
couple et 12 % pour un arrachement.

On en déduit le couple dynamique transmissible :

L., 228
Coynrmin = 228 Nm (sécurité s = = 285).

NOTA :

La résine supporte un effort d'arrachement N:

N: Tw.w.D.f_.ﬁ,12
=142 X 7 X 16 X 12 X 0,12
=1028N.

* Convention de partenariat LDCTITE-EDUCATION NATIDNALE signée en 1992.

r. wdim Bl bbb etc e | AADTITE

FACTEURS CORRECTIFS AVEC LOCTITE* 638

Matériaux fq Jeu (mm) fa
Acier 1 ... 0,08] 1
Acier allié 0,9
10,08 0,15] 0,9
Acier inox 0.5
Fontes 0,9 10,15 0,2 0,8
Alliages Cu, Alu 0,5 10.2 0,25 0,6
Revétements zingués, 0,45
cadmisés 10,25 0,31 0,5
Rugosité Ra (.m) fa Temps de service j fy
...20°C 1
. 1,61 1 : l
120 50°C] 0.9
J50 70 °C) 0.8
H.,6 5] 1,2
170 80 °C] 0,7
180 90 °C] 0,6
15 6,31 1.4
]90 100 °C} 0,5
Forme f5

‘Pour D > 100 mm

choisir f5 = 0,5
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APPLICATION 2 :

Détermination d'une liaison frottée-collée ou pressée-collée.
Pour transmettre un couple important, la solution consistant a
réaliser un emmanchement serré rentorcé par collage, réduit
fortement le collt de la réalisation (Suppression de clavette,
cannelures, usinages moins precis. . .)

L'emmanchement peut s'effectuer a chaud (frotté-collé) ou a
froid (pressé-collg).

La température de fonctionnement est limitée a 150 °C.

DONNEES :
Roue sur axe (figure cotée ci-contre).
Couple & transmettre C = 7,53 N.m.

PROBLEME :
Evaluer les couples transmissibles par le frettage seul et la solution
« pressé-Collé ».

SOLUTION -
m Couple transmissible par le frettage seul :

I

p = 15 MPa (calcul ci-contre).
S=m.D.L=ax10x20mm?.
= 0,2 (facteur de frotiernent estimé).
Dot Cygpe = 94 N.m (fretiage seul).
m Couple transmissible par la résine 638
D

2

L [

D
Cm=p.3.y.~§-=p.mﬂz.-é.u [

Cmﬁez Tw. Sn
{}fJ W= Tﬂ'.ﬁ .fz.fg-f.‘.ff,.fﬁ.
Les valeurs se relévent dans les tableaux (application 1).

Résine 638 : 7pr = 22340 MPa.

Matériau : £, =105 (alliage de cuivre).
Jeu - fp=1  (serrage).

Rugositt : f;=1  (Ra=16 um).
Température - f, =08 (t; = 60°C).

Forme fg=12 (—g-=2; D=10).

Assemblage : fg =05 (ci-contre).
Oﬂ obtient CCIJHBI‘I'EI’E - 16.6 N .M.

NOTA :
Des efforts dynamiques fréquents conduisent & minorer ces
valeurs en les ramenant, par expérience, a 33 % environ pour un
couple et 12 % pour un arrachement. Sécurité de Iassemblage :
+
L f:; L

* Convention de partenariat LOCTITE — EDUCATION NATIOGNALE signée en 1992

ASSEMBLAGE PRESSE-COLLE

Température de service {g = 60 °C

10 H7/p6
Collé Loctite” 638

A

A

Y

. Arbre C 35
\

RoueCuSn9P

CALCUL D'UNE PRESSION DE FRETTAGE

1° Calcul du serrage

+ 0,015
0

+ 0,015
+ 0,006

)

@IDHT( ) @10p6(

Jeumax. =ES—ei=15-6=9pm

Jeumin. =El —es=0-15=—15um
i i = jeu max.;;eu min.
_B#(=15)

—3pm.

2
Le serrage moyen vaut donc Sy = 0,003 mm .

2° (alcul de la pression axe-roue :
Facteur de frottement estimé = 0,2,
Avec une approximation satisfaisante, on calcule :
Fafig
s
2.0
Pour le bronze (Cu Sn 8P), £ = 10° MPa (voir § 48-43).

Comme g, = 3.10 $mm, D= 10mm, on obtient -
p=15MPa.
:F_Il:ﬁlll"ﬂ? S e
Liaison pressée-collée frettée-collée collée
fs 0,5 1,2 1




APPLICATION 3 :
Collage des roulements

La bague, extérieure ou intérieure d’'un roulement, qui ne doit
pas laminer |'alésage ou I'arbre peut, avantageusement, &tre :
= collée (emmanchement avec jeu) ;

m pressée-collée (emmanchement serré, a froid) ;

m frettée-collée (emmanchement serré, & chaud).

L'adhésif LOCTITE* 603, appliqué sur des surfaces seulement
essuyées, convient particulierement. La résine, une fois poly-
merisée, transmet un effort important, ce qui réduit le colt de
fabrication (moins de pices, états de surfaces grossiers) et
augmente la durée de vie (moins de contraintes dans les
roulements).

Toutefois, la température de service doil rester inférieure &
150 °C.

EXEMPLE :

Calcul de I'effort axial transmissible par la bague intérieure d'un
roulement 40 BC 02 (& d = 40 ; B= 18 ; r=1,1) monté sur
un arbre en acier ordinaire C 35, 401 8.

Rugosité Ra = 6.3 pum ; température de service 5= 80°C.

A= Tl:‘[.s.fc ﬂ‘il f¢=f1.1'2.1'3... |

m Calcul de la surface collée S= mr.d.L.

S=mx40x(18—2x1,1)=195mm?.

= On reléve les diverses valeurs dans les tableaux de I'appli-

cation 1 sauf /4 et f5 (ci-contre) ; on obtient :

Résing 603 : 7pr=20232 MPa.

Matériau  : f; =09 (acier allié du roulement).

Jeu :f; =1 (avec d=4018 ou serrage).

Rugositt : f3 =14 (Ra= 63 pm).

Température : 7, =08 (ci-contre).

Forme s fe=1  (estimé ci-contre).

Assemblage : f;=1  (collé: application 2).

Charge : f;=03 (ci-contre, cas probable).

m Oncalcule ;
f,=09x1x14x08x1x1x03=02302

D'ou I'effort axial transmissible avec :

7pr = 20 MPa (sécurité) . A=12kN.

7p7r = 32 MPa (démontage) : A= 19,2 kN .

NOTA:
Pour un assemblage pressé-collé ou fretté-collé, le calcul se
développe selon I'application 1 avec les caractéristiques du

produit 603.
* Convention de parterariat LOCTITE — EDUCATION NATIONALE signée en 1992,
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ROULEMENTS COLLES
Sur bague extérieure Sur bague intérieure
h ( A
o
(=]
7] . 7
1 2 1 L @D H7
ol
g L. L
Q= Zdf8
(Ldgé wlo Collé Loctite* 603
SURFACE COLLEE
- B —
ard
adl
I r
_/ 'DT - L=B-2r
T = -

FACTEURS CORRECTIFS AVEC LOCTITE 603
Température de service fy

fap
1,00
0,80 —

0,75
0,50 :

0,25

A
F i

-50 O 50 7580 100 125 150"6
Forme ; élendue de la surface f5

fs
1.2 =r_\
1.0 b= T~
,0 S
1 ] \
o A
016 [] ' \
0 102 103 1985 104 105
mm
Type de charge 7, |
1 Statiques (non variables)
0,3 Dynamigues (variables)
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50= 64 Liaison par soudage

L'assemblage des piéces 1, 1" et 2 est réalisé par l'intermé-
diaire de quatre cordons de soudure A,B,, A,B,, C,D,,C,D.,.
L'épaisseur e des cordons est de 8 mm, la longueur est de 40 mm.
L 'électrode utilisée pour la soudure & I'arc est du type E 56 (acier
dur). Le coefficient de sécurité est 3. Calculer I'effort maximal
F pouvant &tre supporté en toute sécurité par cette liaison.

1° Rechercher la sollicitation et modéliser les efforts

Les contraintes dans un cordon de soudure sont complexes ; on
peut cependant admettre que les contraintes tangentielles sont
déterminantes dans les sections S, et S, inclinées a 45° (fig. 2).
La résultante des efforts tangentiels dans ces sections a pour

valeur |
’ IT1=12a fiem|=F1 (fig.3)

2° Calculer la contrainte tangentielle moyenne

LFl
[T 4 . | Fi
TR LAV N i
I g R TR e

3° Calculer la résistance pratique 2 la rupture A,

La norme NFAB1309 nous indique que la résistance a la rup-
ture est A, = 560 MPa pour une électrode E 56 (voir fableau
ci-contre).

R,=08R, (acierdur:voir§505) et  Ry= -U'ESH’?

4° Ecrire la condition de résistance et calculer |F|

(vl L R 4!.i.|e<0.ssﬁw
F1 32 j
5
Application numérique
1F1<32%560, 408 © [F1<1,9.10°N
REMARQUE :

Ce résultat, dans la pratique, est @ diviser par deux pour tenir
compte des coefficients de qualité des soudures, des amorces de
rupture aux extrémités des cordons (cratéres), en plus des coet-
ficients de sécurité habituels.

@

A)))))N)]

i

ol oG

ff

A

INNINY

40

1 2

Y

1 2
- =
[ JEL |
45° F 45°
2P |
f | 1
tHreA—-——"Fetf—
B / Section cisailée S, | -E
2 5
Section cisaillée S,

(3)ISOLEMENT DE LA PARTIE 1 DU CORDON
Forces de cohésion de 2 sur 1

5,%2 £ -
A
gection cisaV2 Aty
—_ fii P
1 Niggi b :"' _!E__
& =
{J
2 o

&

Résultante des
forces de cohésion

RESISTANCE A LA RUPTURE D'UNE ELECTRODE

(NF A 81 309)
Type d'électrode Résistance a Ia rupiure
(en MPa)
E 40 400 2 480
E48 480 a 560
E 56 560 a 650




50= 65 liaison par soudage par points

La résistance de la soudure par points ou par molette, dépend
des conditions de soudage (points de diamétres corrects) et
des matériaux soudés.(Une soudure entre deux pieces en
acier inoxydable demi-dur supportera des efforts plus importants
qu'une soudure entre deux pieces en acier doux {type A 60).)

Le tableau ci-dessous donne, en fonction de I'épaisseur de la
ttle [ plus mince, du pas entre les points, du type d'acier soudé,
la valeur de la force F de cisaillement que peut sup-

porter un point

| Fratmell =0l

o : force totale que peut supporter la liaison.

n: nombre de points de soudure.
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SOUDURE PAR POINTS

@©
i

- !
-

_ d: diamétre d'un point

Z

——

K/

E ¥
y

72,
SANS

7

i
avec : =e=F

wlm

Section d’'un point cisaillé :

A

520

Entraxe entre 2 points = pas

Entraxe Résistance d'un point Résistance d'une Distance | Résistance d'un point Résistance d'une
e |enire poinis de soudure au longueurde 1cmde | e |entre poinls de soudure au longueur de 1 cm de
(mm)| p(en mm) | cisaillement || FllenN | soudure & a molette (mm)| d(en mm) | cisaillement|| Fl/{en N) | soudure 3 la molette
ole: | max mi:;ll:ier mai::l ::isr al:::T an:?:' wini| e mi::;iel mai::'::ier ::lil:r :::r
04| 7 | 20 1100 1500 1750 zooo |15 | 25 | 57| 9100 12 80D 7300 8400
05| 8 | 25 1800 2300 2400 2800 2 | 30| 70| 13000 18 900 9500 11200
06| 11 | 20 2300 3100 2900 3400 25| 35| 75 17700 25600 12 000 14 000
07| 12 | 32 3100 4,000 3400 4000 3 | a0 | 90| 22000 32 300 14 000 16 800
08 12 | 34 3250 4700 3800 4 300 4 | 47 | 120| 31000 45 300 19000 22 500
1 | 15 | 38 5200 7000 4700 5600 5 | 52| — | 40000 58 000 — —
BOUCHON DE SOUDURE
50= 66 Liaison par bouchons . "
de soudure 5 o . Y
Le fableau ci-dessous donne, pour quelques épaisseurs de toles, = \ I / i E
el pour deux types d'acier soudés, les valeurs de I'effort maximal g
F de cisaillement que peut supporter un bouchon. | Perforation
Epaisseur de la Diamétre de la Eniraxe min Distance min Résistance au cisaillement d'un
fole perforée perforation entre bouchons au bord de téle bouchon H {en N)
& (mm) d (mm) p (mm) (mm) Acier ABD Aciers alliés
1 8 23 10 17000 22000
1,5 1 2B 15 20 800 27000
2 15 38 20 321900 42000
25 17 45 3 46 000 59000
3 2 50 25 60 000 78 000
] A 82 30 135 000 172 000
8 32 85 2 138 500 176 000
10 32 85 32 138 500 176 000
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50=7 Méthodes de calculs au cisaillement

m Le calcul de détermination : les efforls sont connus (par
exemple), le matériau est déterminé et on calcule les dimensions.
Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance
(contraintes déterminantes), scit un calcul de déformation
(déformations déterminantes), soit les deux types de calcul.

Il existe deux méthodes de calculs au cisaillement :

= Le calcul de vérification : les efforts sont connus, I'organe est
déterminé {dimensions, matériaux connus) et on vérifie s'il convient.
Si cela n'est pas le cas, on calcule de nouvelles dimensions, et fou
on change de matériau.

CALCUL DE VERIFICATION (voir exemple § 50.62) :

m Leffort de cisaillement : [T |
m Le matériau (donc R, ). Le coefficient de sécurité : s (donc Ry,)
w Les dimensions transversales (donc S), |a distance Axentre 2 sections

[
/
Type de calcul ?
S ) [

Faire le bilan des données :
On connait :

Calcul de résistance : calculer |7 pl = ﬂ Calcul de déformation - calculer™ | Ay| - 1T Ax
S S
|
Condullnn de Condition de
résistance respectée 0”' déformation respectée Non
|Tml = Ry |AYI=< AYin
Urgane satisfaisant )
Choisir de nouvelles dimensions ef/ou un nouveau matériau. Recommencer le calcul de vérification.
CALCUL DE DETERMINATION (voir exemple § 50.61):
Calcul de résistance : |Ta <Rpy Calcul de déformation* : Ayl = Ay im I 7] As" =AY lim
On connai : On connat : On connait ; On connait ; On connait : On connait :
m L'eflorl | T! m L'effort | 7| w Les dimensions m Leffort! T/ m L'effort | T = Les dimensions
= Le matériau m Les dimensions transversales w Le matériau m Les dimensions transversales
(Rpg) transversales m Le malériau (module 6) transversales = Le matériau (6)
wm La distance A x m La distance A x m La distance A x
el A ¥lim el A ¥iim el A ¥im
h. 4 A A 4 b 4 !
Dn caleute : Dn calcule : On calcule : Dn calcule : Dn calcule : On calcule
 Les dimensions = Regpuis Agg w La force max de = Les dimensions = Le module de Coy- | = Laforce max que
Iransversales il cisaiflement que peut | transversales fomb : G Peut pperiet
”Lsn Ay supporter l'organe ]rlﬂ"ﬁnrm g |T.Ax 'mfﬁrﬁn es
T On choisitensuitele | [T < Rpg. § s AV Irls__.:"_'
T 1éria
s ‘*‘lﬁ——l e > Irlax On choisit le matériag
% G .A¥im
D'oli: dou beth

* Rarement utilisé dans un calcul de cisaillement,




51 Torsion simple

51=1 Hypotheses

m Solide idéal : matériau homogéne, isotrope, poutre
rectiligne, de section constante et circulaire.

m Les actions extérieures dans les sections exirémes
sont modélisables par deux moments opposés, portés par la
ligne moyenne. La poutre est donc Soumise a deux torseurs
couples :

pro 8] dour 3

51 w2 Définition

Une poutre est sollicitée & la torsion simple si |e torseur associé
aux forces de cohésion de la partie droite (1) sur la partie
gauche (I} de la poutre peut se réduire en G, barycentre de la
section droite (S) 2 un moment perpendiculaire a (S), tel que :

G| DansR(G. LL2):
glCohy,)} = { _ﬁ} N=0;T,=0;T,=0
G\AL) At + 0; Migy=0; Mlg,=0
REMARQUE :
+{Cohyy ) =— S{Actions ext. & gauche/; ) R=0
dov |
= + g{Actions ext. 2 droite/y, ) My=— My

51 =3 Etude des déformations

On exerce un moment Ar_{;: dans la section droite (S;) et on
mesure I'angle de rotation des sections (S), (S;) par rapport a

2 mi“— - i
(Sg)- On constate que : %_ 7 S =Cte . On pose :
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SOLIDE IDEAL (S)

(So) 1 Ligne moyenne  (S;)
e

-

A v A
: £ o | ! (A g
: e.* \';5
Moments des actions extérieures
appliquées dans S; et S,

0=_2%1_ sia>0; 650

1,0

6 angle de torsion unitaire (rad/mm).
oty :angle de rotation de la section (S;)/(S) (en rad).
¢ ¢ - distance séparant (S;) 4 Ia section de référence (Sg) (mm)

La courbe donnant I'angle e en fonction du moment 4 fait
apparaitre deux zones :

m La zone OA de déformation elastique, ou domaine
Elastique : 47, < A, I'angle de rotation o est proportionnel au
moment appliqué.

m Lazone ABde déformation permanente, ou domaine
plastique : #;, > 4, ; czn'est pas proportionnel 8 4.

ISOCLEMENT D’UNE PARTIE GAUCHE (I)
Forces de cohésion de (II)/(I)

Moment des forces de cohésion de (I1)/(I)

ESSAI DE TORSION
Génératrice avant déformation

i o
"‘El A > @)

T \ %
[ oR
I

: 1 1
So 1: \ / \{ )
i o S =N
5 bo
Génératrice aprés déformation

Section S, parfaitement encastrée dans 1

A Il\
9]
i
/

¥

COURBE CARACTERISTIQUE

Ay A Déformation

T perrﬁénenté .
Déformation
elastique

e e
e S ——

Y=
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51 w4 Répartition des contraintes
dans une section droite

En un point M, la contrainte de torsion 7 st proportionnelle &
la distance p de ce point & la ligne moyenne.

tm=6.0.p | Dans (0,55, 7): m>0 si 0>0et p>0]

Ty contrainte tangentielle due a la torsion (MPa).

G :module d'élasticité transversale (de Coulomb) (MPa)”.

6 : angle de torsion unitaire (rad/mm).

p distance de Mau centre de la section (mm).

La cortrainte de torsion est nulle si Mest sur la ligne moyenne
(p=0). La «fibre neutre> est confondue avec Ia ligne moyenne.
La contrainte de torsion est maximale si A/est sur la sur-
face du solide (p = A= distance maximale) : 7,,,=G.6.R

51 =5 Moment quadratique
polaire

Le moment quadratique polaire de la surface (S) par rapport &
l'axe {G. }} perpendiculaire en 0 au plan de cette derniére est -

REPARTITION LINEAIRE DE izl DANS

UNE SECTION DROITE
Section droite (S)

__AY *Y
/‘?‘G .~ v x
(c;_[ G, (I At [ F
am_
¥
z x Z_ Vue F
Ay
P s
Contrainte en un )
: e S X1
point M (7,,La OM) ¥4 M
M,
-
z o\ o
==
Point M considéré

lo=Y {pz.As)
(s)

Iy - moment quadratique de (S) par rapport 2 {0, ) (mmé).
p :distance du point Mau point O (mm).
A s: surface élémentaire entourant le point M (mm2).

51 w6 Equation de déformation

Dans le domaine élastique, le moment de torsion # t est pro-
portionnel & 'angle unitaire de torsion 6 :

MOMENT QUADRATIQUE POLAIRE : CAS GENERAL

Surface
elémentaire

Distancede M a O
Point M considéré

MOMENTS QUADRATIQUES PARTICULIERS

¥

z 9 O
Ox

o= 35 (O*~d*)

32

At =6.6.1g sig>0 #i>0

A t: moment de torsion (N . mm).

G - module d'élasticité transversal (de Coulomb) (MPa).

6 :angle de torsion unitaire (rad/mm).

I, - moment quadratique de (S) par rapporta (0, ) (mm?).
* Voir valeurs de G pour diftérents matériaux au § 50.42.

RELATION ENTRE [|#t||ET6
Sens positif pour I'angle de rotation

U/\ ’(—\,‘7
< M

vV v
OD‘\[Q

Y




51 =7 Condition de rigidité

Pour les arbres de grande longueur (arbres de forage de puits de
pétrole, arbres de navires importants) on €vite de trop grandes
géformations de torsion qui risqueraient d'engendrer des vibra-
tions trop importantes pour un fonctionnement correct. A cet
effet, on impose un angle unitaire limite de torsion : @ i, & ne
pas dépasser (6 iy : 0,25 °/m, par exemple).

| 4t
G.1g

Jelﬁeh ou = @lim

At - moment de torsion (N . mm).
G module d'élasticité transversale (de Coulomb) (MPa).
o - moment quadratique de () par rapport 2 (0, 2) (mm?¥).

51 =8 Contraintes de torsion

Contrainte de torsion en fonction de #1
La contrainte en un point M d'une section droite est :

t":'ﬂ!. )

fo

7 contrainte tangentielle due & la torsion (MPa)*.

At - moment de torsion (N . mm).

Iy : moment quadratique polaire de la section droite consi-
dérée (mm*).

p - distance du point M & la fibre neutre (mm).

Contrainte maximale de torsion

II faut rechercher la section (S) dans laquelle le moment de tor-
sion est maximal. Dans celie-ci la contrainte est maximale au
point le plus éloigné de I'axe (p=R).

_Mtmax g T g = 11 max

o (4

T mayx - Contrainte maximale tangentielle (MPa)*.

M [ ax  moment de torsion maximale (N . mm).

lo - moment quadratique polaire de la section (S) (mm¥).
R :distance du point le plus éloigné de la fibre neutre a
cette derniére (mm).

’;_ - module de torsion (mm?).

REMARQUE :
Ces relations sont valables uniguement pour les sections circu-
laires.

*1MPa=1Nmm2
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ARBRE DE NAVIRE
Moteur Section (Sy)  Section (S,)
; l‘, /=10415m >§/
v | /

A J
Arbre de transmission Hélice T

ORDRE DE GRANDEUR DE 6., :
&Iim = 0.25 OJ'IT!
—; 2 —JT o -3
0,25 xﬂm 10-3 rad/mm

Z

VALEUR DE 7, EN UN POINT M

y .M
C-- R
e
Z

zd?

Section (S) de moment quadratique : I, = 3

VARIATION DE || #¢||SELON AD

De A aB: || #t| =0
De B2 C: || 1 wal|=|| Hal. 11
DeCap:||«t|=0
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51 a9 Condition de résistance

Pour des raisons de sécurité. la contrainte de torsion doit
rester inférieure & la résistance pratigue au glissement
Ryqest le quotient de résistance élastique au glissement R, par
le coefficient de sécurité s.

(Voir la relation entre R, et Rggau § 50.5)

Ry - Tésistance pratique au glissement (MPa).
Reg : tésistance élastique au glissement (MPa).
s - coefficient de sécurité (sans unité) (voir valeurs § 48.5).

La condition de résistance est :

| At e

-

| 7/ max < Rog ou <Ry

51w10 Solide réel

Les arbres présentent généralement de brusques variations de
sections (gorges, épaulements, rainures de clavettes. .. ). Au voi-
sinage de ces variations de section, |a répartition des contraintes
n‘est pas lingaire. Il y a concentration de contrainte.

| Tett' max=Krt. T teerique|

Temax . CONrainte maximale effective (MPa).

T meorique - CONtrainte théorique sans concentration (MPa).

K; - coefficient de concentration de contrainte relatif 2 1a
torsion.

K est déterming par des tableaux ou abaques (voir les valeurs
expérimentales au § 51.11).

EXEMPLE DE CALCUL :

Déterminer K, pour une rainure de clavette ayant un congé dans
I'angle inférieur r= 0,3 (fig. 3) et pour un arbre de diamétre
d=20 mm.

SOLUTION :
Rechercher |a profondeur de Ia rainure ¢ =
Si: d=20, b=c (G.D.§38.121),

c=3 d'oll le rapport a3 ; E"— ~01

g e s
3
Le tableau ci-contre donne : K;=54.
La condition de résistance a la torsion est

ro e

)
)

5,4 Tunéorique| < Rpg

RESISTANCE ARBRE PLEIN/TUBE

4
loa=70 (1-4*
2= a9

L =R Y =R
Ioq 2 g o2 o
df p? :rd;
In1=z—- LS fogp =T 722
32 02= 39 " 32
avec :dz =k.D

)

Si d=0,8 D, 3 résistance égale, le lube est deux fois plus léger que I'arbre plein.
(Proprieté importante pour les mécanismes oi la Iégéreté est recherchée.)

(2) INFLUENCE D'UNE RAINURE DE CLAVETTE

!lfMtw" = ”fM-!l

K, POUR RAINURES DE CLAVETTES

0.1

24 27 35

54

METHODE DE CALCUL D'UN SOLIDE REEL

1° Calculer 70U 7 gy

choisir la courbe ou le tableau correspondant.

3° Caleuler 0.7 @
ddD
4° Deéterminer la valeur de Ky correspondante.

5° Calculer 1 T .ﬂJ max = K¢ .F T m.[.
6° Ecrire la condition de résistance | 7 g5 max < Rpg-

2° Analyser la nature de la géomélrie (épaulement, gorge...) et
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5111 COEFFICIENTS DE CONCENTRATION DE CC.{TRAINTES K, *

Arbre avec épaulement

Trnax
- e 16 |IA]
T all = K ITll - NTyll= =

Ki

A

0 005 0,10 0,15 020 025 0,3

e
-

Arbre avec

K A

_'éi:‘,—-- lf \E:Ij bl 2,61

4 .l
al r/1 ©
| 1,8
1,4 ek
. | | 1,02
o= 11 1,0 : - >
Wl = K- Noll Mol === 5 O 005 010 015 020 025 030 5
Arbre avec trou de goupille
A—I-- A-A K A
D
L=}
7t e . T
= j At | e
m<.‘=-— + = e o s P
M Ao3e
A l 3.2}
/ __ mdd  dD?
oV = "16 6 2.8 d
D
La courbe ci-contre donne la 2.4 o
valeur de K; pour le point M 0 005 010 0,15 020 025 030

* D'aprés CETIM.
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51 « 12 Exemples

51 w121 Arbre de transmission

Un moteur électrique 1 transmet & un renvoi d'angle 2 une puis-
sance de 15 kW la fréguence de rotation n = 1500 tr/min par
I'intermédiaire d'un arbre de transmission 3 de diamétre d Ce
dernier est lié au moteur et au récepteur, par deux accouplements
élastiques 4 compensant les défauts d'alignement dus @ |a défor-
mation du support. La distance séparant les deux accouplements
est de 1 m. La résistance pratique au glissement du matériau de
'arbre est A, = 100 MPa, le module Elasticité tranversal est
B0 000 MPa. Les rainures de clavette nécessitées par la liaison
des accouplements élastiques avec I'arbre, provoquent une
concentration de contrainte (K, = 5,4).

1° Déterminer le diamgtre de |'arbre et calculer I'angle de défor-
mation dd a la torsion entre les deux sections Sg et S distantes
de1m.

2° On impose une valeur limite de 0,2°/m & I'angle unitaire de
torsion. Calculer le diametre de ['arbre dans ce cas.

SOLUTION :
1° Détermination du diamétre de I'arbre

m Modéliser le solide :

Dans la zone 1, I'arbre est une poutre de Section circulaire
constante : c'est une poutre idéale.

Dans la zone 2, I'existence d'une rainure de clavette impose de
modéliser 'arbre comme une poutre réelle.

m Modéliser les actions mécaniques extérieures :
Les accouplements élastiques éliminent les efforts normaux,
tranchants, et les moments de flexion au points G et G 4.

En ces points, les actions mécaniques de 4/3 et 4'/3 peuvent
étre modélisées par deux torseurs-couples.

0
Cmours)

il
Cmiwrs

6olAaral = 611843l =

Gg G1

avec Cmguy + CMygyy =0 Cmoy = — CMyaysy -
L'arbre est donc soumis & la torsion simple.
w Calculer || Cm |

Noussavonsque: P =]l Cm . (voir § 59.3)
(W) (N . m)(rad/s)
- 15 x 103 .
lCmll=——— ; lIcmll=9%5N.m
w
1 5ﬁﬂ > ‘6'6

dol : Ciguyy = — 955X €t Ciyqyg = + 95X (N m).

SCHEM~ DU I‘v‘f'ECANIE“:iME

Ll EF
:Section&

Plateau de I'accouplement 4

Ay

ar.

Collage Loctite 638

Section
U

Rainure de clavetie

Arbre de transmission 3

So

MODELISATION DU SOLIDE
YA
| S‘) Fya 51 | x
= e | =
HE’R ] AF:
Go ” G,
s.q,_.-‘ R - \._.v._a
Zone 2 Zone 1 Zone 2
réel idéal réel

MODELISATION DES ACTIONS MECANIQUES

Cmo.[m

i

| Cmyays)

<=2

)

A

Gy

—

Moments résultants des actions

mécaniques de 4/3 et 4'/3 en G et G,




m Calculer le diamétre a la résistance :

Zone 1 : solide idéal.
La condition de résistance est : [| 7y | < Hm

4t P 1604t |l g

d'od ; a
.d] 2 s .0} =
32
1e14t1 avec It =|Cm
d1 =
7. Ryg Couple moteur +
Application numérique :
:/1ﬁx95,5x103 e
= . = :
L % 100 ' 1 R

Zone 2 : solide réel :
La condition de résistance est : | 7o max | < Ay

It dy
ou: Ky | Tineorigue | < Rog & I Teoiquell = ——¢ X —
o 'ﬂ'.ﬂpg 2
164t
veC | Togorique | = ——3 -
e 2
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ETAPES PRINGIPALES DU CALCUL D'UN DIAMETRE
D'ARBRE EN TORSION

Faire I'inventaire des données

Modéliser le solide

Modéliser les actions mécaniques

Calculer les efforts inconnus
(Probléme de statique ou dynamique)

[
—< Wpedemlml?>—

d’, : diametre a fond de rainure

La condition s'écrit :
16041 | 316K, 11|
K. <R by =

' . d'g i '7 7. Rpg
Application numérique :

3 4 X 3
dﬁafﬁxi s D . d5=29,7mm.

7 x 100

On prendra pratiquement : d%=~ 30 mm .
Diamétre d, de I'arbre :
P=d,—5 (wir6D.38121)  d,=35mm.

Vérification de la valeur du congé 3 fond de rainure :
Nous savons que: K, = 54 comrespond a une valeur % =01
(voir tableau § 51.10, page précédente).

c=5, gf . r=10,5 valeur acceptable.
REMARQUE :
Si la valeur de r avait été trop grande ou trop petite, il aurait fallu
choisir une autre valeur de K, et refaire le calcul de d,.

Calcul _ Cﬂlﬂlﬂ
4 la résistance a la déformation
7 maxll < oy 6 < By
= , . Non Cg
< Solide idéal ? P Voir page
_ suivante
Oui
Calculer d4
3
16| 471
"7V Ry Calculer K,
]
Calculer d

3

5, =\ ekl
T Apg

Calculer la déformation

i 32""”" Non
Goﬂc dzd

Choisir le diamétre le plus important
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m Calculer I'angle de déformation entre les 2 sections
SpetS;:
La valeur de I'angle unitaire de torsion est :
\art 4 || #t
9.—_ M f{):j‘rd? o 8: _H_U_
Go I’g 32 G- ﬂ:o dg

comme 6= 21 ¢, - angle de déformation entre S, et S,

o1 £, distance entre Sqet S,
On peut écrire :

32.)|#t |- /us
G.x.d}

o oi=

Application numérigque :
o 2 %955 % 10°% 10°
80000 x rx 35"

o= 0,008 rad/mm

Valeur de eendegrés . or=0,008 X % o =0,4°

2° Calcul du diamétre de I'arbre a la déformation
La condition de déformation est: 6 < 6y
dor: WAl g, ot

Go !ﬂ'

2t _ g i #\ 32|if‘f‘fﬂ
G.x.d3 G.7.0 im

Application numérique : 6;,=02°/m
6, =02 X -E_ % 10" ad/mm
180

4 3
ds= 2 %855 x 10 s

80000 X £ X02 X -Z x10°
180

On prendra pratiquement : d =44 mm.

Choix du diameétre :

- Le calcul de résistance sans concentration de contrainte
donne un diamétre d; = 169 mm ; dy=18 mm.

- Le calcul de résistance avec concentration de contrainte
donne : d; =35 mm.

- Le calcul & la déformation donne un diamétre : d3 =44 mm.
Choisir le diamétre d (cas le plus défavorable). d; =44 mm.

REMARQUE :

Dans la majorité des cas, la condition de déformation
6, =0,1°/m est Ia condition déterminante par rapport a la
condition de résistance, en ce sens qu'elle donne un diameétre
supérieur & celui caloulé 2 fa résistance.

ETAPES rRINCIPALES DU CALCUL D'UN DIAMETRE
D'ARBRE EN TORSION

Faire I'inventaire des données

Modéliser le solide

Modéliser les actions mecaniques

Calculer les efforts inconnus

(Probléme de statique ou dynamique)

Calcul Caleul
a la résistance 4 la déformation
I masll < Ry 101< 6y
‘ :
I
Voir page QP
précédente
Calculer dy
4
32 |||
ds = G.m.0 lim

Choisir le diametre le plus important

CONSEIL POUR LES UNITES D'ANGLES

Soit a convertir = 0,1 © en radian : afin d'éviter des erreurs, il est
conseillé de procéder de la fagon suivante :

180° = 7rrad

T

donc 1°= 1— rad

el1x0,1°= -7 x0,1rad

180

0,10 = W1 X7 g
180




51 122 Ressorts hélicoidaux a fil rond

SOLLICITATIONS DANS UN RESSORT : R
Le ressort 1 est soumis a deux résultantes opposees F et — F
portées par I'axe du ressort. En effectuant une coupure (S) et en
isolant le trongon supérieur, on calcule les éléments de réduction
en G du torseur des forces de cohésion {fig. 2).

w Efiort normal - || V1| =11 F1l sin e,

m Fffort tranchant - || 7|l =] F| cos e

m Moment de torsion :||#7t]| =|| F|| . R. cos e{avec 2 A= D).
m Moment de flexion : || #7fl[ = | F1| . R. sin o

«, angle d'inclinaison de |'nélice étant faible (5 a 6°), on peut
écrire que : Sin ex=0etcos = 1. |

I[Nl et|| #rfllsont donc négligeables. Il restell 71| =IF Il -
la sollicitation de cisaillement donne une contrainte négligeable.
L#t|| =||F || . A : la sollicitation de torsion est la sollicitation
déterminante.

CONTRAINTES ET DEFORMATIONS:

L'application des relations fondamentales de torsion aux ressorts
hélicoidaux a fil rond conduisent aux relations Suivantes avec
(voirfig. 1ei3)

D : diaméfre d'enroulement de I'hélice moyenne (mm).

d :diaméire du fil (normalisé) (en mm).

n :nombre de spires utiles (spires capables de se déformer).
¢, longueur libre du ressort (non comprimé) (en mm).

G - module d'élasticité transversale (de Coulomb) (en MPa)*.
||| : force appliquée sur le ressort,

La fléche fdu ressort sous Iaction de | F | est (en mm):

¢ 8lFl.o%.n
G.d"

La rigidité k du ressort est (en N/mm) :

4 a
ke \Fll _ &.d*

' s.0%n

La contrainte maximale de torsion dans le fil est {en MPa) :

[T = BLE
n.d

Pour que le ressort résiste, dans les conditions de sécurité impo-
sées, il faut que la contrainte maximale reste inférieure a fa résis-
tance pratique au glissement A ;.

8| F)l.0 _

=/
.03 "

@ FORCES =T FLECHE
Fleche: f

Résultante appliquée

sur 1

¢y : longueur libre

| —

{ Inclinaison

de I'hélice

(3) ELEMENTS GEOMETRIQUES
Derniére spire enroulée sur un cercle

A

1 spires
utiles

%

Derniére spire enroulée sur un cercle

(1 pas environ).

Pour obtenir un appui plan perpendiculaire a I'axe du ressort,
on prévoit toujours deux spires supplémentaires qui sont meu-
lées. La longueur libre est donc supérieure a celle calculée
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EXEMPLE :

Un ressort hélicoidal a fil rond doit supporter une charge
I|F Il = 450 N avec une fleche de 30 mm. I est en acier allié de
résistance élastique au glissement Heg = 560 MPa et de
module de Coulomb G = 82 000 MPa. Le coefficient de sécurité
est : s = 2 (bonne construction, voir lableau § 48.5). Calculer les
caractéristiques D, @, n, € du ressort.

SOLUTION :

1° Choisir le diamétre d'enroulement D : Des contrainies
d'encombrements imposent souvent 0. ici: D= 50 mm .

2° Calculer le diamétre du fil d:

slIFll.o
.03

g 8450 % 50
TV wx 280

3° Calculer le nombre de spires :
0
e G.d* - G.d* .y 82000 6
8.04.n"  B.D3.k" 8x503x15°
On peut choisir n= 7,5 spires.*

sﬁm;da

d= 589 mm
Adoptons d = 6 mm .

kr-“ifﬂ; k k= 15N/mm .

n=1,08.

4° Calculer la longueur du ressori sous charge maximale :
Les spires ne doivent pas étre jointives quand le ressort est
chargé au maximum. Scit un intervalle de 1,5 mm entre chaque
spire. Longueur libre du ressort Sous charge maximale :

Gi=nld+15); €;=75(6-+15) ; £;~56mm.
Longueur libre du ressort :

lo=C+1, €,=56+30; {g==86mm.

Pas d'hélice a I'état libre (non comprimé) :

fﬂ_ 80
ﬂ—T.ﬁ-?—IS.p—ﬂAmm_

5° Modifications dues a la fabrication du ressort :
Adoptons pour le pas une valeur plus simple a réaliser.
Par exemple : p = 12 mm. Dans ces conditions :

La longueur libreest : €= px n=12 x 7.5. £, =90 mm.
La longueur sous charge max est: €3 = €5 — £, €;=90—30

f-| = 60 mm .
L'intervalle i entre deux Spires sous charge max est :
i & . B0 .
;= n(d+:),f~?-—d,.'—:f;3-6,:=2mm,

* Sans fenir compte du meulage des extremités.

PRINCIPALES ETAPES DE CALCUL D'UN RESSORT
HELICOIDAL

Faire I'inventaire des données :

m Force Il F lfconnue (résolution du probléme de
statique préalable)

m Encombrement diamétral imposé

m Course imposée (par exemple)

1

Choisir D (d'aprés contrainte d'encombrement) ﬂ

Choisir le matériau du ressort (F,) et déterminer Ry et Fy, 1

Ecrire la condition de résiislance 1Tl max < Rpg ‘
8l Fll.0
mgd e
Calculer le diamétre : ddu fil
3

J ;\ /8l Fll.D
W.Rm.

Choisir un diameétre d de fil normalisé et vérifier que % est
correct du point de vue de la faisabilité™*

Choisir la fleche £ Un critére fonctionnel (course par exemple)
impose une fleche

A

Ecrire 'équation de déformation :
. 8IFIL D3
= b
G.d
Calculer le nombre de spires : n
- fc Go dd

" 8llFl. 03

l

Choisir le nombre de spires (en général un multiple de 0,5)

Choisir I'intervalle : 7entre deux spires comprimées

Calculer la longueur comprimée €5 = n(d+ 1)
Calculer la longueur libre €5 = ¢4 + f

Vérifier le non flambage du ressort™

Si le risque existe, guider le ressort sur toute la iongueur

** Consulter des ouvrages spécialisés.



51 =« 13 Méthodes de calculs en torsion

[l existe deux méthodes de calculs en torsion :

= Le calcul de vérification : le moment de torsion est connu,
'organe est déterminé (dimensions, matériaux connus) et on verifie
s'il convient. Si cela n'est pas le cas, on calcule de nouvelles dimen-

sions, et/ou on chang

CALCUL DE VERIFICATION :

e de matériau.
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m Le calcul de détermination : le moment de torsion est connu
(par exemple), le matériau est déterminé et on calcule les dimensions.

Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance
(contraintes déterminantes), soit un caleul de déformation (défor-
mations déterminantes), soit les deux types de calcul.

Faire le bilan des données :

m e moment de torsion | A/ 5
m le matériau (donc Ry, le coefficient de sécurité : s (donc A= - ;g )

On connait :
m les dimensions transversales (donc : Ret /), la distance # entre deux sections
|
< Type de calcul 7 > y
Galoul de résistance - calculer |7 < /L . R Calcul de déformation : calculer | @] 141
| 0 [ —
Condition de _ : Condition de ,
Non résistance respectée Oui Qui__ déformation respectée 10"
1T Ml = FAp |9|59Iimiﬁ%59nm-' :

( Organe satisfaisant )

Choisir de nouvelles dimensions et/ou un nouveau matériau. Recommencer le calcul de vérification

CALCUL DE DETERMINATION (voir exemple § 51.121):

. ! 1 .
Calcul de résistance : |Tpl < RBpy Calcul de déformation : | 0 | = 0 lim ;l—f,[ = 6 fim
Jo
On connait : On connait : On connat : Dn connait : On connait : On connait :
m lemoment |#¢] | = le moment |#t| = les dimensions = le moment |4/] = le moment | #¢| = les dimensions
= les dimensions transversales ® le matériau # les dimensions transversales
u le matériau (Rpg) | transversales (fo,R) | = le malériau ] transversales = le matériau
(donc : R pg) = la distance / u ia distance / w la distance ¢
el 6 lim | m I'angle 6 jim w I'angle & jim
v h 4 b4 h 4 h 4 _ v
On calcule : On calcule : On caleule : On calcule : On calcule : On calcule :
m les dimensions ® Regpuis Rpg ® le moment de  les dimensions. w le module de » le moment de
ralfnlmsales z | ,ﬂl .R {orsion max que peut transversales Coulomb ; 6 torsion max que peut
At R pg = supporter I'arbre supporter 'arbre
<Bpy fo o P M =0 tim &= _LAL
Iy | #t| < Rpy. 10 G.0p I9. 0 fim |#t| < 6um.6.1o
I ’"i On choisit ensuite le R | ,ﬂ| 5
LIPS il malrian lg=—— Dn chaisit le matériay
R A E. 6 tim
d'oii : A {rayon) d'ous R (rayon)
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52 Flexion simple

52=1 Hypothéses

m Le solide est idéal : matériau homogene, isotrope, poutre
rectiligne, des sections constantes avec plan de symétrie.

m Les actions extérieures sont modélisables par des résul-
tantes conienues dans le plan de symétrie (P) et perpendiculaires
a la ligne moyenne :

P Gur\

avec Ao =llAanll.y & Capn=—I|Canll.y et.

52 =2 Définition

Une poutre est sollicitée a la flexion si le torseur associé aux
forces de cohésion de la partie droite (II) de la poutre sur la par-
tie gauche (I), peut se réduire en G, barycentre de la section
droite ($), & une résultante contenue dans le plan de
symétrie et un moment perpendiculaire a ce dernier.

= Dans R (G, X, ¥, Z):
G{CUhm} ={_l'_} N=0;T,#0;T,=0
6\ Mgz ) Aft=0; Mg, =0; Mg+ 0

REMAROUE :
+{Cohyy} = — {Actions ext. a gauche/; )

= + | Actions ext. & droite/y, )

52 a3 Contraintes normales

Lorsque Ia poutre fiéchit, la section droite et plane (S5), par
exemple, pivote d'un angle A autour de I'axe (G, Z ) perpen-
diculaire au plan de symétrie. On constate que

m Les fibres contenues dans le plan passant par les barycentres
G des sections (S;) ne changent pas de longueur, les contraintes
o sont donc nulles en ces points.

m Les autres fibres s'allongent ou se raccourcissent. Les
contraintes normales engendrées sont proportionnelles & I'or-
dennée qui les séparent du plan des fibres neuires, d'ou

om=-E.y.0

o - contrainte normale au point M due & Ia flexion (MPa)”.
E :module d'élasticité longitudinal (d'Young) (MPa).

y - ordonnée du point M/ au plan de la fibre neutre (mm).

@ angle unitaire de flexion (rad/mm) avec &= i—"'g |
X

*1MPa=1N/mmé

SOLIDE IDEAL
———t—
i
e, 3
Ligne moyenne

ISOLEMENT D'UNE PARTIE GAUCHE (I)
Moment des forces de cohésion de (I1)/(I)

y YA
. ﬁ Section de la /
Ay coupure (S) f‘?fs—;
C
_a
O B ———
z
"';)4:’ Can¥ (0 =
e 4=
P =
z '7T <

Résultante des forces de cohésion de (11)/(1)

DEFINITION DE L’ANGLE UNITAIRE

Ligne moyenne yiji vt
aprés déformation T déformation
F
Section (S,) = (S},) aprés
de référence "\ déformation
| Ax |
}’j‘/ﬁ‘iﬂ g=2¢
AXx
REPARTITION DES G, DANS (S)
Filtre neutr y Contrainte en M
o (ici Gy > 0)
Zone de
v (I compression
“x
y \ i X Zone de
M= 5
/ — . | traction

B - ax
Ardonnée du point M (ici y < 0)




52 a4 Valeurs des contraintes
normales

En un point quelcongue M, de la section droite (S), ona (fig. 3)
Hle:
Ig:

OM=—

o - contrainte normale en Mdue a la flexion (MPa).

A1 ¢, - moment de flexion selon (G, ) dans (S) (N . mm).
s, :moment quadratique de fa section droite () /4 (G. 2)
(mm*4) (voir définition et valeurs § 52.5).

y  -ordonnée du point Mdans( G, X, y, z) (mm).

VALEUR DE LA CONTRAINTE NORMALE
En un point M, le plus éloigné de (G, 2) , on écrit que

i m=|ﬂfﬁl' A¥lmax 5 ol max= ——

Ig: ez )
| V! max

[§] max=v - ordonnée du point Ie plus loigné de(G, Z) (mm).
e _ Le - module de flexion de la section droite (S) (mm?3).
|¥|max V¥

REMARQUE :

La flexion simple provoque des contraintes normales o, 0es
contraintes tangentielles transversales 7 u , des contraintes
longitudinales ' (voir ( 52.8). Le calcul o, est, en général,
suffisant (exception - poutres trés chargées, de grande hauteur
par rapport a leur longueur et au voisinage de certains appuis).

52=5 Moment quadratique
d'une section

52a51 Définition
Le moment quadratique d'une section par rapport a un axe
contenu dans son plan est :

CONTRAINTES NORMALES

Point le plus éloigné de I'axe (G, 7)

Ordonnée de M, (ici y; > 0)

7
y
Ordonnée de M, (ici y, < 0)

MOMENT QUADRATIQUE DE (S)
PAR RAPPORT A (O, 7)

, iz
Section (S) i

fgz=2% [j'z.B.S)= yids
" (5)

I ¢, moment quadratique de (S) par rapport & (0.2) (mm4.
y - distance du point M2 I'axe (0, }3 (mm).

As - surface élémentaire entourant le point & (mm?).
REMARQUE :

Le moment quadratique polaire (voir § 51.5) d'une section (S)
nar rapport 4 ( 0, X ) perpendiculaire en 0 son plan est égal &
la somme des moments quadratiques de {S) par rapport a deux
axes perpendiculaires contenus dans le plan de (S), passant
par Offig. 2).

MOMENT QUADRATIQUE DE (S)

PAR RAPPORT A (O, y) ET (O, X)
YA
Section (S) [ <

= X,
loy E!S.‘].{z A S)

Comme p2 =22 +y2

S(p2As)= E(22A8)+ X(VAS
cs}(ﬂ ) (5}( ) [s}!y )
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EXEMPLE DE CALCUL :
Déterminer /,, pour une section circulaire de diamétre d,
sachant que le moment quadratique polaire est : /o= nd*
SDLUTION 8
lo=1lgy+1g, comme/g,=1q,(symelrie)

lo=21g;, lg,=lpl2=md%/64

5252 Théoreme de Huygens

Le moment quadratique d'une Section par rapport & un axe
contenu dans son plan est égal au moment quadratique de cette
section par rapport & un axe paralléle au premier et passant par
son barycentre, augmenté du produit de |'aire de la section par le
carré de la distance entre les deux axes.

fnl=fs,+ S.ﬁ'z

{ 5, - moment quadratique de (S) par rapporta ( 0, ) (mm4 ).
1 ¢, - moment quadratique de (S) par rapport & (6.7) (mm¢).

S :aire de la section (S) (mm2).
d - distance entre les axes ( 0. y)et (6. 7) (mm).

EXEMPLE :
On donne la section plane (S) en forme d'équerre €f la position
de son barycertre G dans le repére (A X, y) AG :(3515)
{dimensions en mm). On demande de calculer / 5, de (S)

SOLUTIDN :
Décomposer (S) en deux rectangles AKEF et BCDK.

Moment quadratique par rapport & (G:, X) de AKEF
3
L (dapres § 52.521)

;1614\':

Moment quadratique par rapport & (G / E) de AKEF.

I ex=hgie+ S1. 03 (théoreme de Huygens)
. 5
o= 12010 (100x 10)x 102= 11”-+105
2

Moment quadratique par rapport (G, X) de BCDK -

3
:262,‘:‘”:‘25” (d'apres § 52.521)
Moment quadratique par rapport & (G, }) de BCDK -

3 4
1080 e 10)x202=1—2%>;—1?~ +20% 10"

i'z Gx=

Moment quadratique de (S) :
lgy=T16x*26x
5 4
;G,:(TU‘_ + 105)+ Lo N 10“)
12 12
Iy = 41,2 x 104 mm4.

MOMENT QUADRATIQUE D’UNE SECTION CIRCULAIRE
y

Z
THEOREME DE HUYGENS
Ay AV
Section (S)
Aire: S
O G|
. d —
Barycentre de (S)
DIMENSIONS DE L'EQUERRE
)
c y
AB
il 10
o 35
D -— —
= ' = 2
G Y X
D J—= FE ¥
> A / FI A=
\ \ -
L 100 o X
DECOMPOSITION DE L'EQUERRE
AV Ay
B — 1
cA dy=20
G| ||® X
A d;=10
— #y =
G y X L
xl_dD Y 1 > =
G‘I B ) T
A FN X
Aire de KBCD Aire de AKEF
S, =50 x 10 S,=100 % 10
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52 a52 VALEURS DE MOMENTS QUADRATIQUES PARTICULIERS
52 m 521 SECTIONS PRESENTANT UNE SYMETRIE CENTRALE
Sections YA YA YA y YA ¥
G _ Bl | e | <[feEld - -
z 1G] z G zBIGH Y| 2 % \G”
Caractéristiques <D»> & I T d SN2
3 4 3_ pp3 4
lay hb* f o8 hb” - ib™” il 0,784 a3
12 12 12 64
bh? at bh® - bh® wid?
! == L Lt oL A8 784 2°
Gz 12 12 12 64 B
bh a’ wd! i
lo=lg T (b2 + h? 1 lgy + 15, = Tab(az+32)
Module de flexion * hb? a® bh® - pp? wd? 2
ey 6 § 60 32 O8tab
Module de flexion * bh? ¥ i bhd - bl wd® B ind 44 2
e 6 6 Bh 22 el L
52 » 521 SECTIONS NE PRESENTANT PAS UNE SYMETRIE CENTRALE
Sections e TV Ne b’ e T y
s = - > . = < e, - '
($) ‘ L t v Vo)
z | & 1 z I G 3
T X @ z Cgle © - - * B @
5 l [} & - y | ¥
v ' @ ' g
, u, | A | A A q;ll A
Caractéristiques —t o - b ol P « S
. (a* + ea—e?)
(42 - 2e)
(a% + ea - &* 2a%e + (b- 2¢e)e? a% +(b— e)(2a—e)
s (4a - 2e) 2[2ae+ (b—2¢e)eq] 2(a+b—e)
) RO, R S SO ab® _ (a-e)b”? ebd—(a—ee’
ley 2[&13 v)°+av’—(a —e)v eﬂ 12 12 9
3 flag 3
bl Vel L bet+ 50
L6z %[e{aav}%av”-(a—e)lv— &)’ ) fabi gt g
' ; e 3 (a°+eb—e%)°
+(2ae+ be).la—v) 2 Sil—% }
‘ﬂ 2.1g, ‘Gr"'!i?z ‘ﬂl"""(z‘z
Module de flexion * lgy 2.1y e[ » [aae}ez}
—— b2+
H Gy a-u b b
Module de flexion * e lez gz
MGz a-—-v a—V Vv

* oir définition § 52.4 et e choix des axes § 52.323.
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Prendre les valeurs
relatives a 'axe Gy

52 w 523 Sections de poutrelles 1rN NF A 45 - 208
Crondermede | omms st S| ot | i | wgate
- (kg/m) (c (cm3) (cm)
ON- B txla|ele| o | 2 | &% | % ’.f: % A A
e T} 80 | 4 | 30| 59| 758 | 595 718 620 185| 300 320 | 0@
c 4 100 | 50 | 45| 68| 106 83z | 1M 122 | 42| 48| 4o | 107
£ JI 120 | 5 | 51| 1,7 142 1,2 328 215 547| 741 4% 1,23
y ] IIC v 140 66 57| 86| 183 14,4 513 35,2 81,9 10,7 5,61 1,40
B | 160 | 74 | 63| 95| 228 | 179 938 847 M1 | 18 | 640 | 155
W 4,0l 0 | 82| 69| 1w04] 279 | 210 | a0 | 83| 61 | 198 | 120 | 17
<Bol [ | w 15| 3] 35 | 263 | 210 | 17 24 | 260 | 800 | 187
Prendre les valeurs | 220 | 68 | 81| 122 | 396 31 | 3060 | 162 218 | 331 | 880 | 20
relatives alaxe Gx [ | y06 | 87| 131 461 | 382 | ama | 22 35 | 417 | 950 | 2%
260 | 113 | 94| 141 | 534 | 419 | 5740 | 288 a2 | 510 | 104 2.3
280 | 19 | 101 | 152 et 80 | 750 | 364 52 | 612 | 1, 245
300 [ 125 | 108 | 162 | 691 542 | o800 | 451 853 | 722 | 119 2,56
320 | 131 | 115 | 173 T8 | 611 | 12510 | 555 182 | 87 | 127 2,67
340 | 137 [ 122 | 183 | 868 | 681 | 15700 | 674 923 | 984 | 135 2,80
360 | 143 |13 | 195] 11 62 | 19610 | 818 | 1000 | 114 | 142 2.90
0 | 155 | 144 | 216 | 118 926 | 29210 | 1160 | 14s0 | 148 | 157 3,13
Prendre les valeurs 450 170 16,2 | 24.3 | 147 115 45 B850 1730 2040 203 17,7 3,48
relativesal'axe Gy | sop | 185 | 18 | 21,0 | 180 181 68740 | 2480 | 2750 | 268 | 196 3,72
52 m 524 Sections de poutrelles UPN et UPS NF A 45 - 202
S
ggg:j de I'axe de I}in;:ll:l;l]m 5:::;';;'5 #:aﬁ?::sas Pn::“lgns qur:rr:tei?:as dﬂ?f:lgﬁ:sn deR;?rgll‘isun
i y (kg/m) | (om) (em?) (cm®) (cm)
@ Bl A T B g |&| 8| 2| & | &8 |5]% 'iv:—‘— 13:— L
i = UPN — PROFILS NORMAUX
sl o] E«lld s 80 | 4 | 6 | 8 | 1100 | 864| 1.45| 305| w6 | 194 | 265] 636| 31 | 133
=inn , W [ 100 | 50 [ & 85| 13,50 | 10,60 | 155 345| 206 | 203 | 41,2 | 849 391 147
~ MY 120 | s | 7 | o | 10| 13a0] 16| 39| 3| a2 607] 11| 462|159
% Al 1a0 | 60 | 7 |10 | 2040 | 1600 | 175  425| 605 | 627 | 864 | 148 | 545| 1,15
= < | 160 65 7.5 | 10,5 24,00 18.80 1,84 | 4,66 925 85,3 | 116 18,3 6,21 | 1,89
=B |<[ s | 7 | 8 | 11 | 00| 2200 192| 508|130 |114 | 150 | 224 | 695] 202
Prendrelesvaleurs | 200 | 75 | 85 | 11,5 | 3220 | 2530 | 20| 549 (1910 (148 |191 | 27 17| 214
relativesal'axe Gx | 220 | 8o | 9 | 125| 3740 | 2940 | 214 | 586 | 2600 [197 | 245 | 336 | 8,48| 2,26
240 | 85 | 95 | 13 | 4230 | 3320 | 2,23| 6.27 |3600 | 268 |300 | 30,6 | 9,22| 2,42
@ F OB 20 | 9 |10 | 14 | 4830 | 3790 236| 664 4820 [317 [3m | 477 | 999) 256
AX 300 | 100 | 10 | 16 | 58.60 | 4620 | 27 | 7.3 |8030 |495 |535 | 67,8 | 11,7 | 2,90
— UPN — PROFILS SPECIAUX
g§ | +j\_LF 20 | 80 |10 | 15| 4137 | 3248 | 1.93| 607 |3533 [108 | 282 | 329 | 92 | 221
o} G 250 | 100 | 10 | 16 | 53,80 | 4223 | 2,96| 7,04 |5166 |475 |412 | 67 | 9,80 2,97

* Les masses linéiques sont calculées en admettant pour I'acier une masse volumigue de 7,85 kilogrammes par décimétre

cube.




52m6 Condition de résistance

Pour des raisons de sécurité, la contrainte normale due a la
flexion doit rester inférieure 2 la résistance pratique a I'ex-
tension. On définit A ,, par le quotient de la résistance élastique
al'edension R, par le coefficient de sécurité : s (voir valeurs de
sau§48.5).

R
R., = fe
" e

Ry : résistance pratique @ I'extension (en MPa).
R, : résistance élastique a I'extension (en MPa).
s - coefficient de sécurité (sans unité).
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1.2 condition de résistance s'écrit :
l/fffﬂzl
16
( -'Ez
¥y
DEFINITION :
si on pose | Vlmax=V €l I[;,— =Gz

g2 est le module de flexion.

Ces grandeurs sont souvent données dans les catalogues de construc-
teurs de profilés.

EXEMPLE 1 : CALCUL DE VERIFICATION
La bride 2, modélisée comme une poutre, est soumise a de la
flexion simple (voir identification de la sollicitation § 46.5).
Le diagramme de flexion ci-contre montre que :
A6 max =36 000 N . mm.

Les dimensions de la section droite en Fsont définies sur la sec-
tion G-G. On adople pour résistance pratique de |'acier -

Rpe = 150 MPa.
Vérifier que la bride résiste  la flexion en considérant le solide
comme parfait (voir hypothéses § 52.1).

SOLUTION :
1° Calculer la contrainte max en A
o1 max= LA X | ¥ max (d'aprés § 52 4)
i"G:
Calculer Ig,: lg:=1c; asco— gz vum—2 X lgzuamo
3 18
ler = ( bh* _b'h _2 % ed’ ) (d'aprés § 52.531)
12 12 12
s (.26_><_1_5F _14x15°_2x6x8°
12 12 12

IG; =2 853 mm'1
12 contrainte |of max est:

|61 max= 3600 X715
2 863

lo] max=94.3 MPa

2° Ecrire la condition de résistance
|6 max = Hpe
943 = 150 condition vérifiée.

La poutre comporte un alésage en F, c'est donc un solide réel
(§ 52.7). Il faut maintenant déterminer le coefficient de concen-
tration de contrainte et vérifier que || oer || =< Rge

BRIDE EN FLEXION

M e

|
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DIAGRAMME DU MOMENT DE FLEXION
g, K (N.mm)
36 000

2

0 24 a8  (mm)
 Méthode générale de calcul

1° Modéliser le solide, les liaisons et calculer les actions

inconnues par la statique.

2° Déterminer les sollicitations (T, /' L..) en effectuant des
coupures. Calculer | 4| max -

3° Calculer la contrainte |0 | max.
4° Vérifier la condition de résistance.
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EXEMPLE 2 ; CALCUL DE DIMENSIONNEMENT

Une poutre 1, encastrée dans 2, est constituée par un IPN de
longueur 1,5 m. Elle supporte une charge unifermément répartie
de coefficient p = 1 800 N/m. Sa résistance pratique est
R pe=100 MPa. Déterminer [a hauteur minimale de I'IPN.

SOLUTION :
= Rechercher la section dans laguelle # fest maximal.

L'étude du diagramme A f (voir § 52.933) monire de A f est
maximal en B, dans la section d'encastrement. Sa valeur est
| # Fazlmas=2 025 x 10N . mm

Onpose tig:=le:/v=1Ig:/|y|wa  (module de flexion)
@ Calculer la contrainte maximale :

|0. r| |!’f-f(‘zlma:
. gz
= Ecrire la condition de résistance et calculer p.¢,:
|!4”Gz‘ max ‘*‘gﬁne d'ou e |f#-szimax
Mz Rpﬁ
3
MHer = 20250);10— e = 20250 mm?

w Convertir uz g, en om? : (le tableau § 52.523 donne la
valeur de p1 g,en cm?). On trouve : i g, = 20,25 cm®.

= Choisir I'lPN dans le tableau :

L'IPN 100 a un module d'inertie g, = 342 cm?
342 = 202 ; L'IPN 100 convient.

52 a7 Solide réel

Les poutres présentent souvent de brusques variations de sec-
tions. Dans les zones proches de ces variations, les formules
précédentes ne s'appliquent plus. La répartition des contraintes
n'est plus linéaire. Il y a conceniration de contrainte.

(1) POUTRE IPN ENCASTREE

Charge uniformément répartie

D-D i
yh v D p N/m

‘ﬁli Y ‘l* 1F-T

Fa == x
=G A >
o
Poutre 1 D

Plan de I'encastrement
(contrainte max)

Support 2

(2) REPARTITION DES CONTRAINTES

SANS CONCENTRATION (EPAULEMENT)

_—

yA |
) b Titboricuie mex

S T
o

| oett| max = Kr | O théoriquel

O ety - CONMrainte maximale effective (MPa).
O ihéorique - CONtrainte théorique sans concentration (MPa).
K - coefficient de concentration de conlrainte refetif & 2 flexion.
K s est déterminé par lableaux ou abaques (§ 52.7).
EXEMPLE :
Déterminer K, pour un arbre épaulé tel que : D= 45, d=30,
rayon du congeé r=3.
SOLUTION :
Calcuter D_%_q 5 calculer £ =3 o 0,1
d 30 d 30
La courbe correspondante donne: Ky =1.7.

REPARTITION DES CONTRAINTES
AVEC CONCENTRATION (EPAULEMENT)

'y \_ ref. m;
(1) ' L

= il 9_
4 ’ﬁfsz

=

b

@D

@ ‘
L
ed | 3

—
-

\

r : Rayon du congé

Méthode de calcul d'un solide réel

1° Calculer | O méorique| -

2° Analyser la nature de la géométrie (epaulement gorge...) et
choisir la courbe correspondante.

3° Calculer 0 Foul.
dd h

4° Déterminer la valeur de K correspondante.
5° Calculer | O eft] gy = K| O théorique| -
6° Ecrire la condition de résistance.

Ky| & wéorique| = Rpe -
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VALEURS DES COEFFICIENTS DE CONCENTRA™ION DE CONTRAINTES K *
Plaque a section variable

r
0 005 01 015 02 025 030 h

= 1,5
"ﬁfﬁu

1,1
'/1;5

] e
L —= T

005 01 015 02 025 030 h

G mall = Ky - ICepeoricue =

I#fs )l eh’
= s = , lo,=" 1,0
“Gméorique" Ly 2 Gz 12 0

od

y

; '.7T
\X /

I CEREED

M1z

"Gm" = Kf. fb’mémqmﬂ

O et o . (H-d)e® 1.0 . . | |
H P “= L ot | I = M A )
el B 0 01 02 03 04 05 06 07

Y

I

* D'apres CETIM.
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QI$ID
w

15l = K; - |G aorang]

32.. | Mg, 1,0 :
IOcorquell= — 13— 0 005 010 015 020 025 0,30

-

r
d

Arbre avec gorge

r y* M2z

=

.
X))
od

;qr fGlz

|Gl = K7« IGingoriquel

o 32 Wt 1.0 | 1.3 L
Tk ™™ eg® 0 005 0,10 0,5 020 025 0,30 g
Arbre percé d'un trou

Ky

3,0 ?

Gl = Ky~ ipgoriquel!

I#f,ll I, n=D® dD?

I m@c"— (IGZ) " Ty E_T 10 i } -
v v=§ 0 005 010 015 020 025 030d
D




52«8 Contraintes tangentielles

52a 81 Dans une section droite

Le glissement transversal provoque dans la section droite (S)
des contraintes 7 La théorie de |'élasticité permet de démon-
Irer la réciprocité des contraintes tangentielles trans-
versales 7u et des contraintes tangentielles longitu-
dinales 7' . La figure 2 montre que zu et 'y Sont:

m Crientées perpendiculairement a l'intersection 1/ des deux
facettes, dans le méme sens par rapport & A/ (elles s'éloignent
toutes les deux, par exemple) ;

w égales ennorme : [|7ull =1 7 ul

il suffit donc de calculer 7w pour connaitre Zw
(voir paragraphe suivant).

52282 Contraintes tangentielles
longitudinales

Le glissement des lames indépendantes constituant Ia poutre 1
met en évidence le glissement longitudinal. Dans une
poutre 1 monobloc, les efforts de cohésion longitudinaux
sopposent a ce glissemert. Il apparait des contraintes
tangentielles longitudinales 7', Selon //* (fig. 4):
N Ty.Ag;

Az

Ty effort ranchant dans la section d'abscisse X(N).
A ¢, moment statique par rapport & I'axe Gzde IJOC, portion

de section droite limitée par 1a corde d'ordonnée g (mm?).
Yo

On rappelle que A GFJ y.ds
v

4 - longueur de la corde // de a section droite d'ordonnee

¥ (mm). R
I - moment quadratique de (S) par rapport ‘a( G, z) (mm4).

T M=

EXEMPLE DE CALCUL :
m Pour une poutre de section droite rectangulaire de
largeur b, de hauteur h, quelle est 'expression de z'py?

Onpose ds=bh.dy, d'ou:

6Ty (42
AGE=2Q(%2_.V)ifG;=D—h3 Tﬂl=—!('ﬂ "‘_'2)

12 b4
'y ﬁslicnglion de y? (parabole). 3T,
P =X ' = | i I = 1
ory-s ] 220 Jpowy-0 |IFulmeey

= Pour une poutre de section droite circulaire, un

calcul de méme type donne : | t'm| m,=§ -
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(1) GLISSEVENT TRANSVERSAL

~F A

-

Sections (S) cisaillées | 4 -F

A NN

YF

J}é}B

FY

(2) RECIPROCITE DES CONTRAINTES T, ET T},
=

Portion inférieure
de poutre isolée i

(3) GLISSEMENT LONGITUDINAL
Glisserment

C

A

YE

ISOLEMENT D’UN TRONGON CI/'C’
Force tangentielle longitudinale de cohésion

PR 24
‘_—_

[ e

Oy

Ay

/ (S)

S))

45‘/‘31_ / ol :

2
= B s
/ o ] > | TS TS
VA,
Hr ] [—— -
L D cAs |C C'la.. As
X AX

(5) REPARTITION DES CONTRAINTES 7
(S) Section rectangulaire (largeur b)

N

Y

Ty estmaxen G

A
(n\

T3 1= 11Tyl

) 5

Répartition parabolique de Tj,
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5229 Déformations en flexion

52=91 Angle de déformation

L'angle A est I'angle dont a tourné la section droite (S7)
autour de (G, Z) par rapport & (S+) distante de A x (fig. 1) au
cours de la déformation de la poutre.

On définit 'angle unitaire de flexion 8 = ¢’y (en rad/m).

- Ap _ _ Mlg(x)
Y= lim 7{' = -
Ax—0 AX E.lg,

Ag  :anglede rotation de (So)/(Sy) autour de (G, Z) (rad).
Ax  :distance entre (S3) et (S1) (mm).

Mg, (x) - moment de fiexion & / (G, Z) d'abscisse x (N. mm).
E - module d'élasticité longitudinal (MPa).

lg;  moment quadratique de (S2)/ (Go. Z) (mm*).
L'angle de rotation d'une section (S) par rapport & (Sg)
distante de : £, se calcule par la relation :

(1) COURBURZ D'UNE POUTRE
]

=
Sl \ Centre de courbure

Plan de la

section (S;)
Plan de la

section (S,)

E=Cte
!ﬂz = CIE

1 4
f0.0= " F L Mgz (x).dx

CONDITION DE DEFORMATION ANGULAIRE :
On calcule ¢y, ¢) entre deux sections So el S et on vérifie
qu'il reste inférieur a un angle limite ¢ i, (fig. 2).

40“]‘ ) = {lim

Ce calcul est important pour les arbres guidés par des rou-
lements, par exemple. On calcule ¢, ¢) pour un etat de charges
donné et on vérifie que cette valeur est inférieure au double de
I'angle de rotulage donné par le constructeur e ; pay-

® Si @, ¢) < 20 ma : l'arbre peut se deformer librement.
m Si @ ¢) > 20 max - lOrsque I'arbre se déforme, appardit
un moment de déversement au palier.

52292 Rayon de courbure

On pose que G, /= R (fig. 1) est le rayon de courbure de la
déformée. En un point d'abscisse x, on peut écrire :

1__ Mlen)
R E.lg,

R rayon de courbure de la ligne moyenne (mm).

# g, : moment de flexion dans la section considérée (N.mm).
E - module d'élasticité longitudinal (MPa).

lg, :moment quadratique de (S) / (Gy, Z) (mm*).
REMARQUE : 1

Entre B et C: Affg, = Cle d'ol i Cte : flexion circulaire
(fig. 3).

* Voir définition et valeurs du rotulage § 19.7.

g MY ¢ ol @
] H“Sg Esslery §_1+| M
de wagonnet| . ori
& &«
A= L iy — = :—-"""" - o
5l 4 ' 1(c
it | REFFEL
I o G, |
L3 e " L =
D 1 c
: ¢(0.£) :

/\ Plan des Se_zctions o \

S, et S, aprés déformation

(3) FLEXION CIRCULAIRE (ESSIEU DE WAGONNET)

Ay i
FA a _|_ ¢ _;__a__:jh"—"
A B - C D o
|~F * .
\ Y
)WG‘.\
Fll.a}
TTTTTTTTN
' >
Déformation selon un arc de
Ya cercle entre B et C (R = Cte) /
e reec—
X




52293 Fleéche en un point

La poutre est modélisée par sa ligne moyenne. Elle se déforme
sous I'action des charges contenues dans le plan de symétrie
(A% ¥) (fig. 2¢t3).

52 e931 Définitions

On appelle déformée, la courbe de la ligne moyenne dans le
glan (A, X, ) aprés déformetion (fig. 3). A tout point C d'abs-
tisse X, correspond une ordonnée y; representant la distance
du point Cavant déformation au point C'aprés déformation.
Cette ardonnée y, s'appelle la fleche en C.

'équation de la déformée est : y= f(x) dans (A, %, 7)

Les dérivees premiére et seconde de I'tquation de la
déformée seront notées y'et ¥

REMARQUE IMPORTANTE :

Ne pas confondre y: fléche en C dans I'équation de la
déformée avec y: distance d'un point M de la section
droite & la couche neutre dans I'expression de la
contrainte en un point M (voir § 52.4).

52 w932 Condition de fleche maximale

On calcule généralement la fleche max : £, en un point B
dabscisse xg & partir de son expression donnée par un formu-
laite (voir chapitre 53) ou d'un logiciel de résistance des
matériaux.

On vérifie ensuite que cette fleche reste inférieure & une valeur
limite - fy;, imposée par le type de construction ou les
contraintes technologiques (fig. 4).

|¥lmax = Ffiim

52 w933 Relation entre déformation et
moment de flexion

Si lamodélisation des charges et des liaisons ne correspondent
A aucun cas des formulaires, on peut calculer la fléche & partir
de I‘éguation de la déformée, céterminée par double intégration
Gedlfg;.

E.lg,.y"(x) = Afg,

E :module d'élasticité longitudinal (MPa).

lg, :momentquadratique de la section (S) 'abscisse x (mm?*).
¥*(x) : dérivée seconde de |'équation de la déformée.

#F g, - moment de flexion dans la section (S) (N .. mm).
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(1) POUTRE EN FLEXION (EXEMPLE)
y Poutre 1

B
b sige

L]

/_igne moyenne

Support fixe 2

—

‘ BE;’I

@ MODELISATION DE LA POUTRE

3 Ligne moyenne

A /c B

Xc

Modeélisation de Ia liaison fixe en A

(3) DEFINITION DE LA DEFORMEE

Tangente horizontale a la déformée y’ = 0

Point C avant déformation

=

Xc
A G B

L S

C:'

¥B

Flecheen C: yp

Point C aprés déformation

Déformée de la poutre

() VERIFICATION DE LA FLECHE MAXIMALE
YA /

- —
- =

AEAAERAAAREAARAAAL
_—————‘-I—’/

B‘!

] _ Section (S)
0 " considérée

2
I¥lmax = 77000

=
[

x ¥

|~

fﬁmne=5

Q
o

Poutres de béatiments

Poutres de ponts
roulants

I~

fimite = 1

o
]
o
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EXEMPLE DE CALCUL DE FLECHE :

Une poutre 1, encastrée dans 2, est constituée par un IPN 100,
déterminé par un calcul préalable de résistance (voir § 52.6).
Sa longueur est ¢'=1.5 m et elle supporte une charge unifor-
mément répartie de coefficient p = 1 800 N/m. Son module
d'lasticité longitudinal est £=2 % 10° MPa. On demande de
1° Déterminer les actions mécaniques de 2 sur 1en B.

2° Déterminer |'expression des sollicitations le long de AB.

3° Tracer les diagrammes de T (x) et #f, (x).

4° Calculer la fleche en A et vérifier que fre < 5

SOLUTION :
1° Etudier I'équilibre statique de la poutre 1 isolée :
m Recenser les actions mécaniques sur 1: o l
-pf y\ |-2700y Ban
m Ecrire le théoréme fondamental de la statique :
ACu}+ {81} ={0} (voir § 315)

m Calculer {C /1) au nouveau point de réduction B:

- v — -0?5 []
: 2700y+ ;Bf:x(—zrmj’f):( 0 ]x(—zmo)

S BC*27007) 0 0
]—2?00?}

gl 20257
w Ecrire le théoréme de Ia résultante statique :

— =

—2700)+ By =0 doii: Ban=2700y,

, 0
BCx(-2700y :( 0 )d‘m]: {Can}=
T gt !

m Ecrire le théoréme du moment statique :
20057+ M pom=0 dou: Mazn=20252

2° Etudier les sollicitations dans AB ; réaliser une cou-

pure entre Aet B: 0 < x< 15¢tisoler la partie gauche (I) :

—-1800.):.}
1800)«'2.}[
G 2

dou: R = 1800.x.5 et Ag=—900.x%.3

glCoh}=— (voir fig. 2)

Dans le repére local de définition des sollicitations (G, X, ¥, 2) -

Ty=1800x; pour x=0 Ty=0; pour x=1,5 Ty=2 700 N.
Mg =—00x%; six=0 M1g,=0; six=15 Mfz=—2025N. m

3° Calculer la fiéche en A le formulaire (§ 53.1) donne :

, 4
ya=——PL Pourun IPN 100 lg,= 171 em*(§52523),
8-5.!6;
18 x1500°

8x2x10°x 171 % 10°
* > est le signe normalisé du produit vectoriel.

Ya=-— ¥a = =3, 3mm.

(1) POUTRE 1#N ENCASTREE EN B
Charge répartie du plancher 3/1

Poutre 1
YA D P
D-D NEENRER, g
ral
AT C B 3
B
s / > Support 2

REGLE : En statique nous pouvons remplacer
la charge répartie par une résultante R=p /.y
appliquée en C, d’abscisse x = 5"’ :

En R.d.M. il faut revenir au systeme réel § 45.3.

(2) MOYEN PRATIQUE POUR CALCULER 75

Force repartie sur la partie gauche

— et

y t\ p AR Ao yh Ry #
1 / /
= G
8) =
Q M i — Gy|(T) X
z ¥ . Z - - X2

Résultante des forces a gauche Y R, = -px.y

A ==[GG, X (-px-y)] == [5-X) x Cpx-F)]'
—_— 2 — & g
ﬁG=_Eg—-(R’><?) iXXy=2Z; d’oUﬂG=—’c—)2{—-Z

@ DIAGRAMME DE L’EFFORT TRANCHANT

Ty A (N)
27 S
D /ﬂ/rr‘]/ﬂ 11-5-.._
x (m)
(4) DIAGRAMME DU MOMENT DE FLEXION
e, A (N.m) 1,5
0 w\} X (;1)
—2025 -
@ DEFORMEE DE LA POUTRE
y
v o ey
o,
i Tangente horizontale

enB:x=¢(,y'=0




La condition de déformation s'ecrit

iyl < £ or33>1500
| 500 500
La condition n'est pas vérifiée (alors que la condition de

résistance I'est !). L'IPN 100 ne convient pas.

Adoptons un IPN 120. / ;,= 328 cm* = 328 X 104 mm“
1,8 % 1500

8 x2 x 10° x 328 x 10*

1,7 < 3. La condition de déformation est vérifiée,
I'IPN 120 convient.

dov:| yal = o | ¥ai=1,7 mm.

ent ; calcul de ,, sans formulaire
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METHODE DE DIMENSIONNEMENT D'UNE POUTRE

Modéliser la poutre, les liaisons et les charges
Calculer les actions inconnues
par la résolution de I'équilibre statique

Déterminer les sollicitations Tet #f le long de la poutre
puis. |71z maxl

Calcul de résistance : || & max |l = I’mfﬁzma"_ﬂ - | ¥ e
Gz

.";l: ‘ i'. .. P
px?

Nous savons que E. [/ gz y "=Afg d'00E.l g,y "=— 3
La premiére primitive guus donne :
Elg.y'= —% +C, . Pourcalculer £, nous

écrivons que y* est nulle pour x= / (encastrement par-

3
fait en B) ; d'ou li=-‘”‘;I +C1; Ci=+ Ffé__

rire ;
Nous pouvons écrire T

E.lgsy'=- ﬁ_+T

La deuxieme primitive nous donne :

4 .3
E.l;.y=-% 'I-E;X +C2.

Pour calculer £, nous écrivons que y (la fleche) est
nulle a I'appui an‘B pour X= bl i

d'oli: 0= -&J—!— +C2 ; 02=-pﬁ
24 6 8

L'équation générale de la déformée est donc:
1 Lt e, gt

}'-_'

Edg\ 24 6 8
La fléche en A est la valeur de y(x) lorsque x=0.
4
o P
A= S e

EXEMPLE DE CALCUL D'UNE DENT D'ENGRENAGE :
m La dent est modélisée comme une poutre encastree dans
le moyeu de la roue dentée”.

m Larésultante F, I'action de la dent voisine en A, est verti-
cale (angle de pression négligé).

m Les effets dynamiques. les chocs, les concentrations de
contraintes a la base de la dent, sont négligés.

On demande de calculer le module m de la dent.

SOLUTION :

Le moment quadratique /5, de la section BCDEest :

lo,=b B2 5 I, = — A0 112 = kom.e 2.
La valeur de Ia confrainte maximale est :

| &l max = |-i"‘i-i‘@-l Y max= HF H .h— ef?.

l6: k.m.e‘n2
* Hypothése assez Eloignée de la réalité.

|

Ecrire la condition de résistance || Opmall < Rpe
Calculer les dimensions tranversales

—N0n< Calcul de déformation ?

> | Qui
-4
Calculer la fische ; ex. - yq —— —P.L
8.E.lg
1
Non Calcul de déformation
A vérifice 7 |V lmax < flim
Qui
Déterminer
de nouvelles
dimensions
transversales

_—
-

( Poutre déterminée )

REPRESENTATION D'UNE DENT

Largeur de la denture : /=k.m

m.rn

Section d’encastrement BCDE,
cle primiti 4
Cercle primitif it /

547.IF .
Lolmx= k.fl':?z “ 1

10 e < Flpe

—

m=234\ [_IFIl_
K.Foe




182

52 m10 Méthodes de calculs en flexion

Il existe deux méthodes de calculs en flexion :

m Le calcul de vérification : le moment de flexion est connu,
I'organe est déterminé (dimensions, matériaux connus) et on vérifie
s'il convient. Si cela n'est pas le cas, on calcule de nouvelles dimen-
sions, et/ou on change de matériau.

CALCUL DE VERIFICATION : (voir exemple 1 § 52.6).

= Le calcul de détermination : le moment de flexion est connu
(par exemple), le matériau déterming, on calcule les dimensions.

Dans les deux cas, on peut faire soit un calcul de résistance
(contraintes déterminantes), soit un caleul de déformation
(déformations déterminantes) soit les deux types de calculs.

Faire le

bilan des données
On connait :

= Le moment de flexion par rapport a (G, 7) :| Affg, |, I'effort| F |
m Le matériau (donc A,) .Le coefficient de sécurité : s (donc Rye=- gﬁ).

m Les dimensions transversales (donc ¥y et /5.), 1a fleche imposée fiin,.

’

<

1
Type de calcul 7

¢
/ 1

Calcul de résistance : calculer |oy| =

Ia’ffszi

« Vmax-

1
Condition de
Non résistance respectée
oM < FApe

Calcul de déformation : calculer la fleche max
au point C (par exemple) : |y, |

Condition de
déformation respectée

el = fim

Organe satisfaisant

C

Choisir de nouvelles dimensions et/ou un nouveau matériau. Recommencer le calcul de vérification.

CALCUL DE DETERMINATION : (voir exemple 2 § 52.6).

Calcul de résistance: [Gm| < R, Calcul de déformation : | vc| < fy, (exemple _B-7 ; =Sy
8E.Ig;
On connait ; On connait ; On connait : On connait : On connait ; On connait
M le moment |#fg,|| ™ lemoment |#fg,| | ™ les dimensions M e coefficient p M le coefficient p M les dimensions
M le matériay M les dimensions transversales M le matériau M les dimensions transversales
(donc R, et Ry, ) transversales W le matériau {module E ) transversales = le matériau
(donc R,) M la longueur /' M la longueur ¢ m la longueur ¢
et fim et fim et fum
w . b o W b 4
On calcule : On calcule ; On calcule : On calcule : On calcule : On calcule -
B les dimensjons B Rpe puis A, ™ le moment de flexion| M les dimensions m le module » le coefficient de
transversales .
|A’fm| A e Boe ;Wfﬂﬂ e max que peut supporter h'nmar:ales d'Young £ : maygpmgm
75 pe le: Ia poutre i%i:_sn.m* P supporter la poutre
ﬂ*}w On choisit ensuite |m&,|53w“;“£; '_ 6z S 81g;. fiim p_gﬂf.laf.flim"
Wimax Ry, | lematériau la=fe | Onchoisite matériau ¢

* Cas d'ure poutre encastrée 4 une extrémité, supportant une charge répartie de coefficient p.




53 Formulaire des poutres
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53ml POUTRES SUR UN APPUI
" Charges - Appuis " Eortbanchant | Momentde fiexion "~ Défomation
m Concentrée en 4
T, A M, ¥3
y 2
A X A B 5 A B &
2/ | = BV x A B~ ' M i _ X
F £ 1 A’
Flecheen A: F<0
B=-F=IlFly Avec F<0 Aver F<O —
(avec F<0) r,=+lFll Moment de flexion en B __lFNes
#B=-lIFl.e.7 constant entre 4 et B Mg, =—IFll.e ~ 8Ela
® Concentrée en C A
A, y
y “: £ = Ty _ 4 YA
ac g a1 ]x| Jae  ex| |acl s
& 1® B A’ A
<>l >
B=-F Entre Aet C: T, =0 Moment de flexion en B : Fleche en A:
avec F<0 Enire Cet B: avec F<D avec F<0
8 =lIFll.y - > IF (- a)?@2¢ + a)
1;43-:_“;“.#_2. r,=lFll #igy=—NFll.b =- =
| Uniformément répartie A
Mg y
yh £ Ty ‘ ya
A By x x B x Ay B _
Zw\r\r\r%{‘_ A B A il ¢
-p.y A
2 coaniclent 09/ came [N /) Effort tranchant Moment de flexion Fléche en A:
B=p.ty max en B: eng:
s _BE o " __ e e
MB = 2 " 4 T'.. mex = 0-€ J'fﬂﬁl— 2 ¥a= lf_]&
®m Linéairement répartie ” v
T Gz
A BY x //l/ﬂ x B x Ay B _
20 ‘A B A N . u %
~py g
avec p= k.x
- k& o Effort tranchant Moment de flexion Flecheen A:
3=—‘é“!’ maxen B: enB:
— k.63 - k.¢? k.3 _ k€5
B = - =7 Ty o =~ Migy= =~ = Y= I




Bnnmnlrea en 8

E

""H

m Uniformément répartie

YA .

A ¢ AB
A ™
g Y vy

Ty“

O| a 4
DeAacC: T,ﬁ-M.b
DeCag: T—+“F“ .8
T

€r2 f x

# Iz est maximal pour x = ¢/2

{2 c |

FiecheenC: x;= (/2

Ty=+px—p.(/2
EnA: T,=-p.02
EnB: T,=p.{]2
m Concentrée en C
€12 Ty 4
=3 BE X o /2 £
: 1] X
slFl .
DeAacC: T, = 16 A f, est maximal pour x = £/2 Flécheen C:
nliel _sliFll.e _ IFle?
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54 Principe
de superposition

Soit rois poutres I, I1, I1I chargées séparément parp £y 7. [
et la poutre 1 chargée simultanément parp ¢ 7., F1, F> . Dans
le dornaine élastique, on peut écrire les sommes veclorielles suivanies :
m pour les actions aux appuis : &{1 = ﬂ 1+ in + ﬂy
By =Br+ By + Bm;

m pour les déformations : Fe= Fev Fenc Feit -
m pour les contraintes normales : ow= o w1+ Gy + G

54a1 Généralisation du principe
Dans le domaine élastique, les sollicitations dans une poutre
chargée simultanément par n forces extérieures sont équivalentes
a la somme des sollicitations dans 17 poutres indépendantes
chargées par chacune des n forces prises séparément.

REMARQUE :
Ce principe permet de décomposer un systéme complexe de n
forces, en nsystemes simples, avec une seule force appliquée.
On trouve ensuite chaque valeur de fieche dans le formulaire des
poutres (chapitre 53) et on en fait la somme algébrique pour
retrouver la flsche du systeme initial (méme démarche pour #f).

54=2 Exemple de calcul

Une poutre 1 de longueur £, de moment quadratique /;,, de
module d’Young E, est encastrée dans 2 et 3 aux deux extre-
mités. Elle est soumise a son propre poids (de coefficient linéi-
que pen N/m) et & une charge concentrée verticale F appliquée
en son milieu. Galculer & I'aide d'un formulaire : 41, et /..

SOLUTION :

Décomposons ka poutre 1 en deux poutres partielles T et I1. La poutre

| est sournise & son propre poids. Le formulaire donne (voir §53.2) :

p. £ * p. £ .
384E . ls;

La poutre IT est soumise & une charge concentrée :

Le formulaire dnnne (voir§ 53.2) :

Mfar=+

= 3
P JFl.Z || £ _fl. £°
192E-fﬁz
Pour la poutre 1, on tmuve : s
ﬁfmm =f’”,q]+ﬁ’f,qu !‘”max = +f(!u:-ﬂ-+M)

3
fo=fer+ fen fo=- 4 (’P f+[|FH)

192E.1g; \ 2

DECOMPOSITION D'UN SYSTEME
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55 Sollicitations
composées

55=1 Flexion - torsion

Un arbre est soumis a une sollicitation de flexion-torsion si le
torseur associé aux forces de cohésion de la partie droite (I1)
sur fa partie gauche (I} de I'arbre est reductible en G, barycentre
de Ia section droite (S) & un moment de torsion et @ un
moment de flexion.

— — —=

> Dans:(G,x,y,Z):
¢ {Cohgg} = 0 il
8 UG e 0;M0gy+ 0; Mg, #0

55 w12 Moment idéal de flexion

Les contraintes normales et tangentielles agissent simultanément
et il y a majoration de chacune d'elles. On calcule la contrainte nor-
male a partir du moment idéal de flexion défini par la formule
générale de Mohr-Cacquot (issue des théories de I'élasticite).

Ml = (1 ~ %)wn %\ Vst + m?

Aff; - moment idéal de flexion (N.mm).

Af - moment de flexion calculé en G (N.mm).

At > moment de torsion calculé en G (N.mm).

. Fipg _ Résistance pratique au cisaillement *
Résistance pratique a l'extension

R pe

REMARQUE :
m Onpose parfois #t; = VA2 + #t2

At; - moment de torsion idéal (N.mm).

m Lorsque |47l < | #rt] toutes les relations ci-contre donnent
des diametres tres peu différents.

m La condition de résistance s'écrit [org| < Ry, .

55 13 Déformations

Pour Ie calcul des fléches verticales, par exemple, partir de la
sollicitation de fiexion supposée seule. Vérifier ensuite que cette
flieche est acceptable™™.

|#] max < fiim
f: fleche maximale calculée & partir de 41, seul.
fiim - fléche limite & ne pas dépasser.

Pour le calcul des angles de torsion, partir de la sollicitation de
torsion supposée seule. Vérifier ensuite ***:

lﬂlmﬂ O4im

ELEMENTS D= REDUCTION EN G

Ny

——

At .
. (¢

CALCUL DU MOMENT IDEAL DE FLEXION
(D'aprés Mohr-Cacquot)

Mt =N 2« =,
{ Formule de Coulomb )
e %ﬂff + —:; Va2 . m?

( Formule de Rankine )

At =%ﬂf +% \//;’f2+/5ﬂ2

( Formule de Saint Venant )

DEFORMATIONS
éformaiion en flexion-torsion

Rotation
de (S)

Déformation due a
la torsion seule

Déformation due 3 +
Ia flexion seule

* Voir § 50.5 : cisaillement valeurs de g et A,

** Vair § 52 932 : flexion.

*** Voir § 51.7 - torsion.



55 « 14 Exemple de calcul

Un dispositif de levage est constitué d'un tambour 1, lié 2
['arbre 2, actionné par un motoréducteur 4. Lorsque le tambour
lourne, le cable 3 s'enroule dans une rainure hélicoidale et fa
charge s'éleve. L'arbre 2 est guidé dans les carters 5 et 6 par
deux roulements rigides & une rangée de billes.

DONNEES :

m Diametre du tambour : D = 150 mm.

m Crargesouleée |7 [|=1800N: [l4TI=1B11=1F /2
m Couple moteur : C,, = — 135 X (en N.m)

m Résistance pratique de I'acier de 2 :

Ry =150MPa et Ry, =175 MPa (donc A = 0,5).

m Hypothéses : poids des éléments négligés devant la charge.
m Langle de rotulage des roulements rie dépasse pes 4 et 5'. Le
roulement en A, qui assure le positionnement est modélise par
une liaison rotule. Le roulement en B, monté coulissant dans son
alésage est modélisé par une liaison sphére-cylindre.

m L'action du moteur électrique 4 sur I'arbre 2 est modelisé par
un torseur-couple. {0 €} = 10, — 135X}

On demande de :

1° déterminer la sollicitation,

2° déterminer le diamétre mininum de I'arbre 2.

SOLUTION :
1° Rechercher |2 sollicitation dans 2 en C
= Isoler le troncon AG, rechercher le forseur de cohésion

o{Con} = [_, S oy
Gl ACXAgp X Cr) gl 900x.Z +135x10°X

m Identifier les sollicitations en Cet calculer leurs valeurs.
T, =~ 900N ; Aff5, = 54% 103 N.mm; A/t =135 X 10° Nomm.
La sollicitation est de la flexion-torsion.

2° Déterminer le diamétre min de I'arbre 2

m Calculer le moment idéal de flexion : A =05,
la formule de Coulomb s'applique : #F,= /A% + t? (§55.2)

= V542 x 108 + 1352 x 10°
Afi=~1,45 X 10° N.mm .

m Calculer la contrainte normale d'aprés § 52.4.

A 145 400

T ; = X df2,
loml e, Wlivax: lowl . 364
oyl = 4,65 x 108/ 7.0 ; |ogy| = 1,48 x 10%1°

m Ecrire Ia condition de résistance, calculer d:

6 3 6
BXD itz 18 X107 4~ 21,4 mm.
d* 150

* % est le signe du produit vectoriel (A toléré).
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MODELISATIUN DU DISPOSITIF

s A - > Tension du
“ Coupure 0 = x = 60 cable (T=P)

DIAGRAMMES ENTRE A ET C
#t A (N . mm)

135 x 10° w
0 60

x (mm)
S

Af A (N . mm) Tambour

54 x 10°
o1 | leo  xtmm

1° Rechercher Ia nature de la sollicitation.

2° Calculer A'fay €1 A1y Oans (S).

3° Calculer #/f;.

4° Calculer Ia contrainte o y|

5° Ecrire Ia condition de résistance |oy| < Rjg-
6° Calculer d.
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552 Traction-torsion

Un solide est soumis & une sollicitation de traction-torsion si le
lorseur associé aux forces de cohésion de la partie droite (IT)
sur la partie gauche (I) du solide est réductible en G, barycentre
de la section droite (S) @ un effort normal et un moment
de torsion :

i | DansR(B.% 7, 7): l
3{Cﬂham]={ ﬁ} N+0;T,=0;T,=0
G\ A ) At +0; Mgy =0; Mlg,=0
CALCUL DES CONTRAINTES :

Toute fibre supporte deux contraintes de nature différente :
une contrainte nomale oy et une contrainte tangentielle 7.
On définit une contrainte idéale o, telleque: o = Vo? + 477,

La condition de résistance s'écrit :
Volia1? < Rpe
1 Ml = M .R (arbre cylindrique)”

AveC oyl = et It
S 0

Ry : 1ésistance pratique a I'extension (MPa).

REMARQUE :

Ce calcul est aussi valable pour une sollicitation de traction-
cisaillement. Dans ce as |7 ] = |7l

EXEMPLE : CALCUL D'UNE VIS

Au niveau du premier filet en prise d'une vis, cette derniére est
soumise lors du serrage (ou du desserrage) a :

= une force de traction Mo qui proveque son allongement et
une contrainte normale oo dans son noyau :

(L'effort Ny est appelé tension de pose ou précharge.)

m unmoment 4o dirigé selon (0. X) d0 au frottement des
filets du trou taraudé sur ceux de la vis, moment proportionnel &
'effort de traction (voir valeur § 12.4) d'ol une contrainte tan-
gentielle 7 o dans le noyau de la vis.

55m3 Torsion-cisaillement

Le torseur associé aux forces de cohésion de Ia partie (II) sur la
partie (1) est réductible en G, barycentre de la section droite (S)
& un moment de torsion et un effort tranchant.

Dans R(G. X, ¥, Z):
N=0;T,#0;T,+0
A% 05 Higy=0; Higy=0

maiof 1

Les contraintes sont de méme nature.En A, elles s'ajoutent :

| T totate &l =/ T 144|724 oU [—Z—lelﬂ'l.ﬁﬂ Rg

lo

“Voir§ 483 et §51.8.

ELEMENTS uE REDUCTION EN G

Traction + torsion

>

CALCUL D'UNE VIS

d : diamétre de la vis

<]
-

1° Calculer la contrainte de

4

2° Calculer Ia contrainte de
torsion :

d' : diametre] Ao 1840
du noyau e s
Premier filet en prise R

Couple de 3° Calculer la contrainte
Noyau serrage idéale :

or=Y oo +471 o

4 Ecrire la condition de

G 2 F résistance :
» =/ Effet du N e
No frottement or’+470" < Rpe
ELEMENTS DE REDUCTION EN G
Cisaillement + torsion
v i)
_'y" & T 4 Addition
1K g i des
' contraintes
Toa




554 Flexion-traction
Flexion-compression

Un solide est soumis 2 une sollicitation de flexion-traction (ou
compression) si le torseur associé aux forces de cohésion de la
partie droite (IT) sur Ia partie gauche (¥) du solide est réductible
en G, barycentre de la section droite (S) & un effort normal et
un moment de flexion.

5 — —

f." Dans R (G, x,¥,Z):
giCohyn}= [__,] N#0;T,=0;T,=0
¢\ Moz ) 41=0; Mg, =0; Mg, #0

m N> 0;A4fg,+ 0 flexion-traction.
m N<0;#fp,+ 0:flexion-compression.

5541 Contraintes normales a (S)

Le principe de superposition des contraintes normales & (S)
o (due 2 compression) ef ¢ (due @ flexion) permet d'écrire™ :
a Dans la zone au-dessus de I'ave (G, x') au point A

oi=ountaan 3 oa=—laal - logal.
W 40, -
op=- g - ’;: < |¥almax | (Voir§48.3,524)

m Dans 12 zone au-dessous de I'axe (G, X ) au point B:
op= 015+ 035 3 0g=—lloypll+ ozl

oo NI WG
g s To;

- V8| max

m Si 7,#0, le calcul des contraintes normales ne sera
pas modifié aux points les plus éloignés de I'axe neutre, car
les contraintes [|74] et || z5ll sont nulles en ces points
(voir § 52.7 glissement longitudinal).

Elles sont, en général, négligeables pour les autres points
de (S).

55242 Condition de résistance

Les contraintes normales maximales de traction et compression
gtant calculées, on écrit que :

Dans lazone GA: log || < Ry
Il , N,
S los

< ¥4l =< Rpe-

Dans la zone GB: [| o5 || < Age

Nl Nl
— +
S l6z
* Voir principe de superposition chapitre 54.

-|y8|n=ax . pe-
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ELEMENT DE heDUCTION EN G

Section (S)

A |
( M =Bl

SUPERPOSITION DES CONTRAINTES

v A
Y+A

-t ..,..j Contrainte due a la compression
G'“}r o

M A

e |

Yu
¥ x|

Ty
=
LA A

o o

Cér-ntrainte due 2 la flexion

Ligne moyenne

,

Zone de compression

¥ =

J i
_1 Zone de traction I

Ligne neutre : & = 0

Ligne moyenne ™ “

PROPRIETE IMPORTANTE

La sollicitation de compression-flexion augmente Ia zone de
compression en déplagant la ligne neutre en dessous de la
ligne moyenne. Cette propriété est utilisée pour les matériaux
a faible résistance a la traction (bétons, fontes...).

** La ligne moyenne passe par G. Voir §45.2.
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EXEMPLE DE CALCUL :
Un dispositif antidérapant pour automobile™ comprend un boitier
central 9 et six bras 1, 2, 3, 1°, 2', 3" dont la partie recourbée
s'applique contre la bande de roulement du pneu. Cette partie
regoit une force A=—220 % (en N) du pneu, lors du serrage.
Dans le repére (0, X, ¥, z) ., la distance du point de contact A
2 |a ligne moyenne du bras est : d= 110 mm.

Ce demier est en acier de résistance élastique /7, = 600 MPa™*, de
section rectangulaire 20 x 5. Le coefficient de sécurité est: $=2.
1° |dentifier Ia sollicitation dans la partie BC du bras 3.

2° Vlérifier si 3 résiste a cette sollicitation.

SOLUTION :
1° Identifier la nature de Ia sollicitation dans BC
m Effectuer une coupure entre Bet C: 12 partie (I) est 2

partie du bras en-dessous de la coupure, par convention.
m Déterminer le torseur de cohésionen G:

—

Aﬁﬂ - > .
G‘Cm}rﬁ[rﬁx@ Dans Ro(0. X,y Z)ona:

R=-A R=220% (enN) : #g(enN .mm):

s e o —X =220 0
#G“—(GAXAE,'a)T— +110 | = 0 = 0
0 1] —24 200

Dans le repére local de définition des sollicitations ( G. %, 7, Z) -
N =220 x. #fe, = —24 200 7 traction + flexion
2° Vérifier si 3 résiste a cette sollicitation

m Calculer les contraintes :
La contrainte o1 due & I2 traction est :

| ol ‘“ﬂ= 220

=" . |oql =2,2 MPa.
S 5x20
; 3
La conirainte o2 due a 2 flexion est (avec lg:= 91’2? );
los] = 41l Y e ; loa| = 24200 25
la: 20 &53)
12
log = 290 MPa
Contrainte totale maximale (d'aprés le chapitre 54) :
lowl=lol +|l64 . |owml =293 MPa

m Ecrire la condition de résistance :

|oml < Rpe ; calouler Ry = % = 600 . g - 300 MPa,
293 < 300 MPa. Condition vérifiée.

REMARQUE :

La contrainte | o1/ due a la traction est trés faible devant
|2 contrainte | o 2| due a la fiexion. Dans la plupart des cas la
sollicitation de flexion est déterminante devant la sollicitation de
traction. (Les poutres en béton avec précharge longitudinale de
compression n'entrent pas dans ce cas.)

*Voir aussi le chapitre 36, ** 1 MPa=1N/mm2.

@ DISPGSITIF ANTIDERAPANT AU MONTAGE

PARTIE (I) ISOLEE

)
il




5585 Flambage (Euler)

L2 poutre 1 longue et rectiligne est soumise a deux efforts axiaux
F, directement opposés, qui augmentent progressivement :

s Si F< F,(F,: charge critique) : stabilité. La poutre
reste sensiblement rectiligne, elle se raccourcit de A Z.

m SiF>F,: instabilité. La poutre fléchit brusquement jus-
qua la rupture. C'est du flambage.

I, minimal ' Flexion selon (G, ¥ ) perpendiculaire 3 (G, 7 )

La flexion se produit selon la direction perpendiculaire 3 'axe de
(S) qui donne le moment quadratique le plus faible.

REMARQUE :

= Seule la théorie d'Euler du flambage sera développée dans
cet ouvrage.

m Pour la méthode de Dutheil, qui permet de dimensionner au
flambage, consulter des ouvrages spécialisés.

55«51 Elancement

La compression est remplacée par du flambage si fa poutre est
longue et ses dimensions transversales sont faibies. Cette pro-
portion est caractérisée par :

A=l
p

A élancement d'une poutre (sans unité).
L : longueur libre de flambage (mm).
p :rayon de giration de la section (mm) définit par :

oqfLe
- )

I ¢,- moment quadratique minimal de I2 section suivant I'axe
principal perpendiculaire & la direction de la déformation (mm4).

S - aire de la section droite {(mm2).

55a52 Charge critique
En cas de flambage, la charge critique d'Euler F, est :

F¢=?_‘2 -E.lg: (1)
Lz

E : module d'Young du matériau (MPa).

1 g,- moment quadratique de la section (mm¢4).

L :longueur libre de flambage de [a poutre (mm).

REMARQUE :
¢ est la longueur de la poutre, 1a longueur libre de flambage
L, est fonction du type d'appui. Elle est donnée par le tableau
ci-contre.
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FLAMBAGE D'UNE POUTRE

| Section (S)

Liaisons pivots

Il
ZGJ,-;l A X
/

d'axes
(A.Z)et(B.Z)
sans frottement

LONGUEURS LIBRES DE FLAMBAGE

Types de liaisons

Valeurs de L

@EnAetB:
liaisons pivols.

@Ena:
liaison encastrement.
EnB:
extrémité libre.

@EnAetB:

liaisons encastrement,

~T§

@FEna:

liaison encastrement.
En B:
liaison pivot.

L=07r
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55253 Contrainte critique

2 2
En écrivant que: A%= L - B P2

p? (fs:) i

CONDITION DE RESISTANCE :
™ |a charge oritique d'Euler £, ne doit jamais étre atteinte.
W £ charge admissible sur la poutre.

5 ; =Ffe Fam = B Fe (4)
En reportant cette valeur dans I'expression (1) de F, : Fadm 2.Re
F, = n2.E.S @) En remplagant dans (4) £, par sa valeur (2) ainsi que A2 (3) :
x - ZH‘; 7. E.S ontrowe
La valeur de la contrainte critique o, (en MPa) est : ai A i
F . 2 . E Fam = pEi
Ce=—£ 0’;—”—2 z(_,'{_)z (3)
A i
55854 Calcul de résistance Fygen: force admissib!e d'apres Euler [N]
Y B R, : résistance pratique 2 la compression (MPe).
En posant o= F, ou 5=k W definit - S :aire de la section droite (mm?2),
A = A :élancement de la poutre (sans dimension).
A= 5 E (3) A, : Elancement critique de la potire (sans dimension).
a8
A - élancement critique (sans dimension) " Ac~100 pouires en acier (profilés)
(A4, ne dépend que de la nature du matériau). B =10 poutres en bois ou en aluminium
F : module d'élasticité longitudinal (MPa). " ;-6 poutres en fonte
R, : tésistance élastique du matériau (MPa). -
— CRITERES DE RESISTANCE :
cutrnms_n_messwnnﬁ; ,‘ Selon la valeur A, la charge limite Fest donniée par I'une des trois
Le coefficient de sécurité &, spécifique au flambage, est le double du relations (poutres, acier).
coefficient de sécurité habituel s (s dépend du type de construction, i mm;s RS T | PO B
des conditions de calcul et d'utilisation. Les valeurs de s sont don- <20 920 < 1< 100 1100
nées au § 48.5). Compression Formule Formule dEuler :
o = Re 2Rec simple : expérimentale
el - de Rankine :
Rpe Rpe Roe. 3 ficie Rpe.S
R, tésistance élastique & la compression (MPa). Faom= Rpe. 8 Fun= 1 ;l—é 2(1)2
R, tésistance pratique & la compression (MPa). (Z) £,

EXEMPLE DE CALCUL :

Une vis a billes de diamétre & fond de filet &= 32 mm est guidée a
une seule extrémité par deux roulements a billes. Elle est soumise de
la part de I'écrou & une charge axiale de compression. L'écrou est au
maximuma ¢= 1000 mm du palier. L'élancement critique de I'acier
XCABest: A= 60, sa résistance pratique est : £, =150 MPa,
Calculer la charge admissible sur la vis pour éviter le risque de
flambage.

HYPOTHESES :

La vis est encastrée par rapport au béti c6té roulements, libre coté
écrou (monté flottant)

® Calculer I'aire de la section droite (S) :

2
0'2 = X% _ a0h mm?

® Calculer le moment quadraliuus de (S):

I = nd'

3 lfﬁz= i'.':><32

® Calculer le rayon de glralmn

A [ 615 %10° _ g

® Calculer I'élancement de la vis :

\/E

(Cas n® 2 du tableau

A= g'/_ wo g e

P

- longueur libre L=2 £

_2x1000

® Calculer la charge admissible :

_ FpeS
2(41 )2
™

p_150%804
1 m_—__‘-_-_z-
2)((@)

60

=515 % 10*mm*

— = 250 (Euler s'applique)

" Fasam=3474 N




56 Dynamique
du solide
en translation

56m1 Caractéristiques
du mouvement

3 vitesse angulaire 557;, d'un solide (S) en translation dans
un repére galiléen (k. ) est nulle a chaque instant (voir chapitre 22).

CONSEQUENCES :

A chaque instant, tous les points du solide (S) ont :

s méme vecteur vitesse Ve g/ xq

@ méme vecteur accélération ¢ g/q

L'étude du mouvement peut se limiter & celle du centre de
gravité G du solide (S) :

Y A e (S)
guelquesoit A :
appartenant a (S) ZAc sivg =8 ge s/ag

e > -
Vac sing = Vee sivg

56w2 Choix du repere

Les hypothéses fondamentales de la mécanique reposent sur un
systeme d'axes absolus (repére de Copernic : origine au cenre
de gravité du systéme solaire et trois axes passant par des
éloiles). Elles restent valables avec un repere galiléen (R )
en translation par rapport aux axes de Copernic. Toutefois, avec
une approximation satisfaisante pour la plupart des probiémes,
on peut admettre qu’un repére lié 2 la terre est galiléen (R ).

EXEMPLE :
Le mouvement d'une téte d'usinage sera étudié sur un repére
(R g) lié au bati de la machine.

563 Quantité d'accélération

L2 quantité d'accélération d'un point A auquel on associe une
masse M peut étre représentée par le pointeur (A, M3) - Elle
s'exprime en kg . m . =2 Pour un solide (S) en translation,
constitué de nombreux points ayant la méme accélération que son
centre de gravité G, le représentant est un torseur dynamique :

M. agq
RETTr S g 5‘;%}

M représente alors la masse totale du solide (S).

195

SOLIDE EN TRANSLATION

‘-a-
Zg

{masse totale
M kg)

;1_5 forme un angle constant avec I'un quelcongue des axes
(0.x3), (0.25) du repére (R ;) = (0.xg,y8.20):

—_—

Osipg = E
Le torseur de guantité d'accélération s'écriten G-

M. a5, }

G{ A gR g} = { -
6 0 Xg. y0.29
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564 Principe fondamental

Il existe au moins un repére (% ;) dit gaiiléen, et une chro-
nologie, dite absolue, par rapport auxquels, pour tout sys-
téme matériel (S), le torseur des forces extérieures appli-
quées 2 (S) - noté g{F s } au point G- est égal a son
torseur des quantités d'accélérations — noté g{ gy, g} au
méme point - On écrit symboliguement :

el #enis } = 6l s m

m On obtient deux relations vectorielles pour un solide (S) de
masse M, de centre de gravité G :

3 Foq = M. 3gieg m
3 g (Fey) = 0 ()

m L'énoncé de ces relations constitue les théorémes généraux de
|2 dynamigue.

Résultante dynamique (I) Moment dynamigue (II)

-

ZAg(F, ext/S) = 0

- N
IFoys=M. Aclig ( f}

H ¢ T~ | e*
o) o)

2.,
N
'Yy
2.
3
B

o
0

La somme des moments
au cenfre de gravité G de
toutes les forces exté-
rieures appliquées a (S),
en ftranslation dans un
repére galiléen {b‘tg) est
nulle.

La somme vectorielle des
forces extérieures appli-
quées & un ensemble (S)
en ftranslation dans un
repere galiléen (R g), est
égale au produit de sa
masse /n par son vecteur
accélération.

—_—

3 FoqlS=M.agy, 3 Mg (FyulS)=0

*Voir§74.1.

REMARQUES :
E Mag;,_q,; représente la quantité d'accélération du centre de gravité
Gde(S)

® En tout autre point A que G, le moment peut ne pas étre nul :
en effet :

=45 (6, Magy,)
= Par projections sur les trois axes d'un repére quelconque,

les deux relations vectorielles (T) et (IT) déterminent six équations
algébriques :

SP0}/gxg (Fon/S) = M. X" (1)
3P0 /gyg (FonlS) = M. y" @
5 Pr0j/ g (Foa/S) = M. 2" (3)
3 Aoy (Fon/S) =0 g
3 M gyg (FoglS) =0 ()
3 Mgy (FotlS) =0 (6)

= x" " 2" sont les dérivées secondes par rapport au temps £, des
coordonnées du centre de gravité G de (S).

= Pour un solide, en translation rectiligne selon (0, x), il ne reste
que trois équations exploitables :

(1) ZProj/(gg (Fag) = Mx"
@ PO/ g} (Fo) =0
6) 34 (Foq) =0

Dans ces équations, x, y, 2, coordonnées du centre de gravité G de
(S), sont des fonctions du temps £.



56m5 Effet d'inertie
Méthode de d' Alembert

Il suffit d'écrire le principe fondamental de la dynamique sous
la forme :
G{ Fenr ) + Gfen = G{D}
ol
,;{ Fon o représente le torseur des forces extérieures  (S),

gL e iyreprésente le torseur des effets d'inertie.

REMARQUES :

m e} =— { A gesiag) : letorseur deseffels dinertie
est égal au torseur des quantilés d'accélérations (ou torseur

dynamigue) changé de sigre.
= Fn ajoutant les effets d'inertie aux actions mécaniques

extérieures, le probléme de dynamique se traite comme un pro-
biéme de statique :
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() x @‘:h?}ea g ——
— —») - avec @j=—M.agq
(II) Eﬁa(Fan =0

56w6 Quantité de mouvement

Le théoreme de la résultante dynamique prend une autre forme
si 'on exprime |'accélération du point G en fonction de sa
vitesse : Viesism g:

(I X Fext = M.% Vera g = ﬂ%(M Vs;mg)

Levecteur 3= M. Vg ao Sappelle «quantité de mouvement
de (S) dans son mouvement par rapport au repére galiléen (R ;).

NOTA: p S'exprime enkg.m.s-!.

THEOREME :

La somme vectorielle des forces extérieures appli-
quées a un systéme ($) est égale a la dérivée, par rap-
port au temps, de la guantité de mouvement de (S)
dans (R ).

RESOLUTION PAR LA METHODE DE D'ALEMBERT

—

A Zg (Verticale ascendante)

b7 Cable (soumis a une
3 tension T (N))
T
: Cabine avec sa charge
l / (poids P = mg)
-
GT I‘a_ﬂé Accélération du systeme
F=mg
Y

Probléme : exprimer T en fonction de mg et ag
(application numérique : m = 500 kg, g ~ 10 m/s%,
ag =0 puis ag = 2 m/s?)

Solution : Isoler (S) = { cabine + charge }

TA

i

P+eg;

Y

(S) est en équilibre relatif sous :
elescharges: T=T.Z,

P=-mg. z,

» L'effet d'inertie : € = —mag . Z,
» Les efforts dus a la pression atmosphérique,
se compensent

Par conséquent: T-m.g-m.ag=0

Dot T=m(g+ag)

Application numérique :

siag=0 T=5000 N

siag=2 m/s?: T =6000 N
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56s7 Méthode de résolution

5671 Actions mécaniques
extérieures

= Isoler un systéme matériel et préciser un repére (R ) galiléen.
Eventuellement, élaborer un croquis ou un schéma de cel
ensemble isolé.

m Effectuer le bilan des actions mécanigues exprimées sous
forme de torseur ; examiner les symétries et toutes particularites
permettant de réduire ces torseurs & des résultantes
(invariants § 76.3).

Commencer par les actions & distance puis de contact.
(Un graphe de liaison peut éviter des oublis dans le cas de
mécanismes complexes.)

m Décompter les inconnues :

Pour un solide en translation selon (0, %) dans le plan (0, X, ),
on dispose des équations :

SFed X =M.7%2, (1)

TFed .7 =0 2)

M (Fed)-0 an
REMARQUE :

Le probleme ne peut présenter plus de 3 n inconnues pour
n solides isolés.

Si ce n'est pas Ie cas, il faut revoir la modélisation.

56w 72 Analyse cinématique

Elle consiste & exprimer I'accélération du centre de gravité G du
systéme isolé pour pouvoir appliquer le théoreme de la résul-
fante ou la méthode de d’Alembert.

Elle consiste & exprimer Ia vitesse du centre de gravité G si |'on
préfere appliquer le théoréme de la quantité de mouvement
(intéressant quand la somme des forces extérieures est nulle).

56w 73 Equations du mouvement
Utiliser au choix, selon les cas :

w les théoremes généraux( § 56.4),

w |2 méthode de d'Alembert (§ 56.5),

= la quantité de mouvement (§ 56.6),

= une méthode énergétique (chapitres 61 a 63).

* LLa modélisation des liaisons étant réalisée.

|dentifier le probléme 2 résoudre :
SOLIDE (S) EN TRANSLATION

Isoler (S), Choisir (Rg)

Effectuer I'étude

Définir les actions mécaniques
appliquées a (S) * cinématique
Définir la position
d'un point de (S)
a distance de contact T .
Déterminer la vitesse
du point de (S)
MODELISER Déterminer |'accélération
les actions mécaniques du point de (S)
Principe fondamental
[> -3 E;l =M. 3{.‘,‘:& g
o r #a(Fext) =0
E
S
0 Methode d'Alembert
L s L.
U |:> X Fext +8; =0
> welFent) =0
T
|
0 Théoréme de la guantiié de mouvement
N
|:> X F_ex’l = ddt (M. Vg g)




568 Applications

W EXEMPLET:

Un transporteur déplace des piéces cylindriques de diametre [
hauteur h, masse M, reposant par leur base sur le tapis mobile.
Exprimer I'accélération maximale pour que :

1° Aucun cylindre re glisse (facteur de frottement . entre cylindre
et tapis).

2° Aucun cylindre ne bascule.

Application numérique - M= 1,2 kg, D=75mm, fi=210m,
pi=020u po=058

SOLUTION :

Isoler et choisir un repére :
On isole le cylindre et 'on choisit (R ;) lié au sol.

Modéliser les actions mécaniques :
= Poids représenté par (G.M§) (§13).

m Appui-plan représenté par R, dans le plan (0, x 5, 5 ) de
symétrie (§ 9.2, 12.6, chapitre 32).

Principe fondamental Méthode de d'Alembert

5 Fen = M2 SFea+ 8i=0

En projection sur X, et ¥y

Asina=Mx"
Aeos c— Mg=0 2)

(1) Asing -Mx"=0 (1))
Reosa-Mg =0 (2)
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EQUILIBRE 3UR UN TAPIS MOBILE

A ==
= X" X
Tapis = g i &
Ul A
f——
C ]
.VQT X @3’; )
g o pacta }

CONDITION DE NON-GLISSEMENT

R e, =—Ma=—Mx".xg
o -
24 ]
bod "
i
@z ; / . /
M R
= XG -
YgA[ I
.l ‘
o] xg A
Ma =+ Mx". Xg
Mﬁ b=

Nota : pression ambiante sans effet (chapitre 17).

On déduit de (1) et (2) quetan e = x'/g

= Condition de non-glissement - tan « < tan ¢ (chapitre 32)
Soit x"< p.g.

= Condition de non-basculement (autour de A) si -

tna< D/h  soit  x"< D.g/h (chapitre 34).

m Conclusion :

Si w =< 0/h, le cylindre ne glisse pas tant que x"< p.g.

Si w > D/h, le cylindre ne bascule pas tant que x”< D.g/h.

= Application numérique :

pn1=02<75/210:

pas de glissement si x"< 0,2 X 10=2m/s2.

py=05>75/210:
pas de basculement si X" < 21155 % 10=357 m/s?.

CONDITION DE NON-BASCULEMENT

o
4—3\*//
/" A M3z = + Mx". x;
e; G/ ==
< —— J =
ff‘
Ll } 1}
A
o
| Vo
Mg Yo
_— D -
iz 0 >
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m EXEMPLEZ:

Une locomotive de 100 t vient percuter, en roues libres, un
wagon immobile de 35 t. Au moment du contact, la locomotive
roulait & 20 km/h.

Soit & déterminer la vitesse prise par 'ensemble aprés I'accrochage.
SOLUTION :
Isolement et choix du repére.

|| est astucieux, ici d'isoler I'ensemble constitué par la locomo-
tive et le wagon car les actions mécaniques de I'une sur ['autre
ne sont pas demandées.

Le repére (R,) sera lié au sol.

Modéliser les actions mécaniques.

Toutes les forces sont dirigées selon la verticale du lieu
(résistances au frottement et au roulement négligeables par
hypothése).

Le théoréme des quantités de mouvement s'écrit
sFext = $(m.v)
dt

En projection sur I'axe (0, X) , il devient :

0= %(m.v] = m.v= k(constante V1)

Par conséquent :
m avant 'accrochage : k =my. vy = 100 X 20

m apres l'accrochage : k = (mq+my) vy = 135 vy

Dol : v = 100x20 _ 14,8 km/h
135

m EXEMPLES:

Aprés avoir accosté, un homme de masse rm; = 75 kg saute sur
le rivage & 2,8 m/s. Quel est le mouvement de sa barque au
méme instant sachant qu'elle & une masse m, =100 kg ?

SOLUTION (ABREGEE) :

Utiliser le méme raisonnement que dans I'exemple précédent

en considérant I'ensemble {homme + barque} ; on trouve
m.v+m.V=0

On trouve que fa barque s'écarte du rivage a la vitesse
V= M-V qita V=2,1mfs

mz

ACCROCHAGL DE WAGONS
yA v4 = 20 km/h V=0
my = 100 t mg=3'51
1) 5 £ . 1 o
O - X
* ? A b A A A A
T [
) ; 010 ©19)
¢m1 & § “ m? g
[ s e |
(@19) 29115 M | G5 @19
DESCENTE D'UNE BARQUE
Homme Barque

F{ivage\-

=

////¢5ﬂl

Oscillations de la barque

- —— 1 | supposées négligeables
G, =
my.g
2 v
77T e, e &
/ S mzl-Q = /




W EXEMPLE4:

Soit une machine a trongonner les profilés.

Déterminer les efforts en C, /et Jpendant la phase d'accélération
maximale de I'ensemble (S) =1{1. 2, 9}.

On connait :

™ |a masse de I'ensemble m=T7 kg,

= les efforts dans le plan (G, %, Z),

m [es frottements en /et J d'angle ¢ =8,5°,

m l'accélération amm =4 X (M/s?)

Modéliser les actions mégiques sur (S)

= Adistance : poids |~/M9 Z

= De contact : ot 0

Les efforts dis a la pression atmosphérique se compensent,

X, 0 Xy 0 Xe 0
en/ \0 Oj;end {0 Ofj;enC {0 O
Nz, 0 NZ; 0 c\Zec O

= Une étude rapide (sans calculs) dans le cas de liaisons par-
faites ( Z,= Z,=0) permet de déterminer le sens des normales en
let J; on en déduit la position de ces points sur les génératrices.
D'autre part, la direction de I'effort moteur en € permet d'écrire
la refation Zp=— X;.tan 7.5°.

Avec frottement, on ajoute les relations

Xi=—Z.an @ , X;=2,.tan ¢ (chapitre 32).

Appliguer le principe fondamental
= Jdane+Z Jdanp+ Xo=m. a2 (1)
-m.g+Z +Z, - X;.tan75°=0 (2)

sap(Fext)=0: GIx1+GIxJ+GCxC=0 (1))
Avec :

{16\ L[-ddme) | (136
G| of: ! 0 6/ o
"y Z _58

- =Zy.tan @ . 76 . - X
J 0 e e 0. C 0
Zy -130 - Xc.tan 7.5°
On obtient ;
-1332-14825 7,120 X.=0 (3)
Résoudre les équations :

En remplagant mpar 7, apar 4 et ¢ par 8,5°, ce systéme de trois
équations permet de calculer Z), Z;, Xp.

Les résultats sont portés sur le croquis ci-contre.
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CROQUIS D'ENS

16

EMBLE

k]
D,

Tr A\,
L
E\
//
~

: it
15 ",/!
14 )
i3 &
0
=t
[T—
12/11/10/9 | 8 7
ENSEMBLE (S) = {1,2,9}
Nota :
= loudr
- _ _LA
|4 a
G / [Pian de 1 ou J |
; J
ohe o Q
8|5 '““ 7777777770 y
5B = e = 1—
>3
@

RESULTATS

_z"' - -
X G

2

i a e - "

Nl ot o= = < I,

= X

ICI~ 851N 7////)‘!1////;?_

X, = -19.09N|_ 7 _ q"i.:

% - iGzaN }=:>|f|| 129N WD o=

X, = -756N]| .+ T1E)=551N
~ N v

o _50'6N]¢u4| 51,2
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= EXEMPLES:

CABLE DE TRACTION
Un monte-charge de masse 77, = 1 500 kg avec son chargement
est soulevé par un cable de diamétre o= 10 mm. Ce céble a une A
limite élastique A, = 1200 MPa* et une masse volumique Cable
py=12kg/dm3. Pour la position basse du monte-charge, le cable Od = 10mm
a une longueur déroulée de £ = 30 m (masse non négligeable). R, = 1200 MPa
Déterminer : Py =17,2 kg/dm?

1° Le coefficient de sécurité du cible lorsqu'il soutient le
monte-charge a l'arrét.

2° A partir de quelle accélération du monte-charge, le cable
risque-t-il de se rompre ?

L =30m

Monte-charge

SOLUTION
Vi

m La contrainte maximale dans le cable se situe & sa partie
supérieure lorsqu'il est complétement déroulé.

Masse du cable déroulé - = p,. 20" [
4

pyv=T2kg/dm* F
Ave d=01dm | my=1696kg. I J I
L=300dm 4

el

m Masse totale soutenue = my=m, + m,= 1517 kg.
m Calculer le coefficient de sécurité & |'arrét :

Il s'agit d'un calcul de résistance des matériaux pour un cable
soumis & la traction simple :
F<Re y g_Re-S_ RS
S S Frae M1+ M2 G
R.=1200 MPa

2
Avec: S= X5 mm? coefficient de sécurité s=6,2
M+ Ma=151Tkg

g= 10 mf32
w Calculer I'accélération entrainant le dépassement de la
limite élastique du cable :

Il faut isoler {cable déroulé + monte-charge} (voir ci-conire), ’ (

170 > 17

Verticale ascendante
0y
Frem——

s roiy. (Fet ) = (e mo)a ) ) ! ~
Soit : T—(my +1my) g=(my + 1) @ = T=(my + m,) (a+ ) a' T8 8" Y
Alarrét Au démarrage

Il faut que : %.:Hg SOt Trax = Re.S

Re.S _

g NOTA :
La pression atmosphérique agissant tout autour du
systeme, la résultante des efforts qu'elle engendre est

Re=1200 Nfmm?; m1+ ma=1517 kg | 2 rax = 521 M/s? nulle.
S=z x25mm?; g=10m/s? Amx=5.0

Donc: (my+my){(a+g)=Ree S= 8y =

= Application numérique :

*1MPa=1Nmm2,



57 Solides en P
rotation autour mesewme | 7
d'un axe fixe

Tous les points de I'ensemble tournant (S) ont méme vitesse
angulaire © g, , dans un repére galitéen (R ,).

Si: N

m 2 représente le vecteur unitaire de 'axe de rotation,

= =6 (oude/d!) repiésente la dérivée par rapport au temps
de 'angle 6 balayé par chaque point de (S) dans (R ),

Aors: Qg g = . 2 (chapitres 26 6t27),

Solide (S)

57=1 Choix du repere

On limite I'étude & Ia refation d'un solide autour d'un axe fixe.
Le choix de cet axe doit permetire de vérifier le principe fonda-
mental de la dynamique avec une précision satisfaisante
(voir § 56.2).

REMARQUES :
= Le mouvement de rotation est plan (chapitre 28).

m On note généralement (0, x o), (0, y o)les axes du plan et
(0, 2,)'axe de rolation perpendiculaire 3 ce plan.

MOMENTS D'INERTIE J D'UN SOLIDE PAR RAPPORT A UN AXE PASSANT

57 & 2 PAR SON CENTRE DE GRAVITE
Définition Cylindre plein Cylindre creux Sphere pleine Tige rectiligne
X (Am)= m (kg) homogéne (couronne) homogéne homogéne section négligeable
Jgzg (0u PD2 %) masse m (kg) masse m (kg) masse m (kg) homogeéne, masse m (kg)
. Axez, AXE Zo
Axe Z, I g § i £ Axe Z,

LRy

n’ )

G %
[ S ]
J.ﬁ':g= z(ﬁm.fz)
* +f g ce Lo 1 (A2 +r?) 2 i ms’ _me’
= - m. J = R® &r J =£ m.R J =8 =L
kg.mz ku mz Gzg 9 Gzg 2 m + Gzg 5 Gzg 12 3

* Ancienne appeliation.
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57 w3 Théoréme de Huygens

I permet d'exprimer le moment d'inertie d'un solide homogeéne
par rapport & un axe (A. Eg” ) connaissant celui par rapport a
(G. ;) qui lui est parallele.

Jazg(8) = Jgzg(S) + m. da?

J1 w’ moment dinertie de (S) par rapport & (A, Z, ) parallele a

(G. z) (kg.m?)

Ji 29+ moment d'inertie de (S} par rapport & (G, zg) passant par
son centre de gravité (kg.m?),

m - masse de {S) (kg).

d :distance enire les axes (G, z;) et (A, Z,) (m).

57 w4 Calculs des moments
d'inertie

57=41 Centres de gravité sur 'axe
de rotation

Les inerties de chaque solide élémentaire ayant son centre de
gravité sur |'axe e rotation s'ajoutent directement.

EXEMPLE :

Le plateau (P) est constitué de deux cylindres creux :

m 8y, dinertie J,4(S;) = 1,08 % 1073 kg.m?

m S, (défini ci-contre) de masse volumique p, = 7.2 kg/dm®

Jpz(S2) = 1m2 (R2+r%)  (§572).

My = pyem(BE—1%).6=172x 7x (064 — 02%) % 02
=145kg.
Jpzg(S2) =05 X 1 45(0052 +0022)
=29 x 1073 kg.m?
= (P)=1{S;, S5} adonc une inertie :
Jazg(P1)=4x10"3kg.m?.

57«42 Centre de gravité extérieur

a l'axe de rotation

Appliquer le théoréme de Huygens.

EXEMPLE :

Connaissant les caractéristiques du maneton (S) :

p2g(8) = Jgz0(S) + m.d® = 3% 107° + 0,08 x 0,057
T

Pour {(P), (S)} :
Jazg=4x1073+2x1074= 42x107 3 kg.m?.

PLATEAU MANivELLE
Plateau (P) Maneton (S)
Inertie JG zg
=3x10%kg.m?
Masse m = 0,08 kg
S

Axe de
20 rotation

NOTA:

®m Pour calculer I'inertie d'un solide par rapport @ un axe, il
faut décomposer ce solide en volumes géométriquement
simples, d'inertie connue ou facilement calculable.

-"nz;-{(PL (8)}= Jﬂzg{sﬂ + JAzy‘sz) +Jp29(5) -

® La recherche du centre de gravité de I'ensemble est géné-
ralement inutile.

= Porter I'attention sur les unités utilisées (chapitre 72).




57w5 Moment cinétique

57«51 Moment cinétique
élémentaire

Soit P; un point du solide, auquel on associe une masse
élémentaire m; .

® Laquantité de mouvement de ce point se note :

p; =m.up (unité: kg.ms).
= Le moment cinétique de ce point par rappnrl a(4):
.J{A{P p,)- HiP;omiovpi= m,.r,.m &l vj = w.f;.

57s52 Moment cinétique du solide
senole Lyiq,) = 3 A4 (P B;).

En projection sur I'axe (A), on obtient une relation algébrique :
Lasing)=ZMA(P;, D)= X(m;. 1. ) = w. Z(m;. 1)

L (512 Moment cinétique par rapporta 4, e (S) (kg.m%s).
Jysy  moment diinertie de S par rapport & A (kg.m?).
© . vitesse angulaire de Sautour de A (rad/s).

57w6 Torseur cinétique d'un
solide par rapport a un axe A

E; = m.Vgy, o résullante cinétique

m :masse du solide.
Vi, : vitesse du centre de gravité G de (S) dans (< o).

(7570 ,L i [Rc Lagsia g]]

Lagsia ;) - moment cinétique par rapport a (4) de (S)/ (R ).

Lorsque le solide tourne autour de (A) sans glisser le long de
cet axe, on obtient :

le s"-‘“nla ={ 0 Lﬁlsi'ﬂin}‘”:{ 0 "d""';,

NOTA:
Ne pas confondre le torseur cinétique (qui associe masses
et vitesse) avec le torseur cinématique.

MOMENT CINETIQUE

(4) T _
| Axe de rotation

Moment A
cinétique ! L. (P)=#,(P.P)
en (4) de : . :

Fi
p :

H, yia i

” pi=m.v
_ P,

P( o/ I Quantité de

jetie mouvement

élémentaire) de P,
MOMENT CINETIQUE D'UN SOLIDE
(A)l 1 Moment cinétique |

'La D

Yy &

.
-

Yo

Vltesse angulaire |

/,

—_— —=

.[)S,-‘._,'g = m_z_q

l?_. ‘I-'
) )

'
g _ E

TORSEUR CINETIQUE D'UN SOLIDE (S) EN ROTATION
AUTOUR D'UN AXE (4) FIXE

I (4)

LJ[S]'EZ J_li‘f?

{ (La résultante cinétique
est nulle)
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57«7 Théoréme du moment T ——
cinétique. Théoreme de Koenig

IFexplicite la relation entre moments d'un torseur (§ 76.1). Pour
le torseur cinétique, on écrit :

{ﬁ’gskglﬁzlﬂé Losiagh € {€speg) f{ﬁc, Lustag)-

——— .

— o
L‘[ﬂ‘ﬁg] =LG[$[.*+1§} + AG x Bc

Le moment cinélique d'un solide (S), en un point A
quelconque, est égal au moment cinétique de ce solide
en son centre de gravité augmenté du moment en A de
sa résultante cinétique.

REMARQUE :
Pour un solide en rotation autour d'une axe fixe, la résultante
cinétique est nutle (R, = M. Vg i 0).

(8) en rotation autour de (G, z,) (fixe) passant par G :
L AlSlag) = Lg(sia 4 V A (quel gue soit A),

Lagsrng = Losme)

Laian ..? =Jgg0.
G(S/sg) =49 = Y6z MOMENT DYNAMIQUE

Solide S

57=8 Moment dynamique
d'un solide

= Chaque point P; du solide (S), associé & une masse Elé-
mentaire /m; , a une quantité d'accélération notée m.ap;;.

Axe de rotation

H,g-

On appelle moment dynamigue du solide (S) par rap-
port & un axe (G, z;} la somme des moments par rap-
port & cet axe, des quantités d'accélération.

Hig(spag) = %Hgz (Piam. an.".‘s‘\'.g]

m Théoréme du moment dynamique.
Le moment dynamique se déduit du moment cinétique :

¢ /"

M50 = 71 Lotstag) -
”{{d{%(’.ﬂf'l.g}
= Pour un solide en rotation autour de (G, ) :
B WL g, ) =dp,.0' = d 0"
n } = ) = o =
B(Biag) ~ gy © 0 £ i Solide (S) en rotation /g
Ad en kg.mzlsz. =] f-ws/mgj =Jszg-9‘ =Jg;.0

Jg, enkg.m?.
w' et 6" en rad/s”.
* X : signe du produit vectoriel ( A est toléré, avec réserves. Vair § 70.6).

® Mug(sng) = Jozg- 0" = Jgz. 0




57=9 Torseur dynamique

Pour un selide en rotation autour d'un axe fixe passant
par son centre de gravité, le forseur dynamique s'écrit :

oA/ (SIg)} = G{E Adg(s/ -“19),

m Le centre de gravité restant fixe sur I'axe, la résulante
dynamique est nulle.

w #dg (SIRG) « Zy= Sy 6

Jezg - moment d'inertie de (S) / Gy, (§ 572 ¢t 3).

6" =dew/dt=d?6/dt?: accélération angulaire de (S).
(6,7) : axe de rotation de (S).

= Le moment dynamique conserve la méme valeur en tous
points :

— - —_

Hds = Mdg+AGx0 = Adg (§76.1)

57w 10 Principe fondamental

Pour un solide en rotation autour de I'axe (G,2) pas-
sant par son centre de gravité :

il existe au moins un repére, dit galiléen, et une chro-
nologie, dite absolue par rappori auxquels, pour tout
systeme (S), le torseur des forces extérieures appliqué
a (S) est égal a son torseur dynamique (ou torseur des
guantités d'accélérations).

s#g(Fe/s)

‘ Fet/s |\ _ 6 }ﬂ}
i G JGzy-e'-E; {am

NOTA:

Vitesse critique de rotation.

Un arbre de mécanisme doit toujours tourner a une vitesse
éloignée de sa vitesse critique N, sous peine de rupture par
vibrations (résonnance). La vitesse critique se calcule par la
relation :

Ne =960 V17| ¥l max

N, - vitesse critique (tr/min).
| ¥|rax - fléche maximale de l'arbre (mm) (§ 52.93).

EXEMPLE :
Si | ¥lmax = 0,3 mm, Ng=1750 tr/min.
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THEOREMES GENERAUX

Résultante dynamigue (I)

‘//‘.') Rd=0
- =

/| 1
Il | a

L

~—~__ Solide (S)

La somme vectorielle des forces extérieures
appliquées a un solide (S) en rotation autour d'un
axe fixe (d'un repére galiléen) est nulle. En
projections sur les axes (G, xg) et (G, yg) du plan de
la rotation, on obtient :

(1) Z Proj/geg (F ext/8)=0
@ x Proj/Gyg{F ext/S)=0

Moment dynamigue (IT)

A dgsy1ug
II_II _— ..

~__ Solide (S)

La somme des moments par rapport & l'axe (G, Z)
fixe dans le repere galiléen (R,), de toutes les
actions mécaniques extérieures appliquées au
solide (S) en liaison pivot autour de (G, z,) est égale
au produit du moment d'inertie de (S) relatif a (G, z,)
par I'accélération angulaire de ce solide.

(6) ZMgz(FeXt/S) = Jgy-6"

NOTA :

Retenir simplement :

Couple moteur — Couple résistant = J . 6".
(Exemple page ci-contre.)
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5711 Applications

EXEMPLE 1 :

Un moteur exerce au démarrage un couple C,=5N . m. L'en-
semble de la chaine cinématique peut &tre modélisé par un
volant plein de rayon R =150 mm et de masse /m= 50 kg, relié

directement au moteur.

Calculer la durée de démarrage pour que le moteur atteigne
la fréquence de rotation 7= 1500 tr/min :

1° en négligeant les frottements,

2° en considérant que tous les frottements rapporiés @ I'axe du
moteur se réduisenta C; =0,2N. m.

SOLUTION ;

Isoler I'ensemble tournant (figure ci-dessous) et écrire le prin-
cipe fondamental en projection sur I'axe de rotation :

GG =dg 00 s @ = 22"

Cn=couple moteur ; C. = couple résistant,
Jm ; m.R?= ;_ x 50 % 0,15° = 0,562 kg . m?

METHODE DE ESOLUTION (RESUME)

Probléme a résoudre :
SOLIDE EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE FIXE

(par exemple (G.2))

Isoler le systéme (S)

Choisir un repére galiléen (Ry)

Effectuer
I'analyse cinématique

Modéliser les liaisons
Recenser les actions

mécaniques extérieures

a distance de contact

Vérifier que
le centre de gravité

Cas du frottement négligeable Cas du frotlement C;
w=5 -880radfs? | =22 _g53rad)s?
962 R
w=o't w=m't
t= @ _1500 %2 x/ 60 t= @ 1500 x2 7/ 60
o' 8,89 o' 8,53
I=177s t=18.4s
DEMARRAGE D'UN MOTEUR
Volant
== "":’__’__?—'4’_3:
C m Cr zg

est situé sur I'axe
de rotation

|

Calculer les moments
en un point
de I'axe de rotation

Calcul ou expression
de l'accélération
angulaire 6= @'y

{E Fext= 0

Appliquer les théorémes généraux :

5 Mg Fext= Jg,.00' . 2

Ly
an

Dans la plupart des cas, il suffit d'utiliser I'équation (II) en pro-
jection sur I'axe de rotation (G.2) pour résoudre :

> E(FM} = Jg:0' =Jgz 6"




EXEMPLE 2 :

Sur un tambour plein 1 de masse m; = 60 kg, de rayon
R =200 mm, s'enroule un cable supposé sans raideur et de
masse négligeable.

Le tambour pivote avec frotterment {u = 0,2) dans des paliers
@ d=20 mm,

A I'extrémité du céble, on accroche une charge de masse
m, =30 kg qu‘on abandonne sans vitesse initiale.

Calculer la durée mise par la charge pour descendre =10 m.

SOLUTION :
m Isolement du tambour :

SFext =0:P—F + T=0{sury: (2)
SHoFext)=lo. @ T-R—F.p.r=J. " (surZ: ()
m Isolement de la charge :

SFext =mo.d:my.g—T=ms.a (sury:(2))
m Aspect cinématique :

L 'accélération de la charge est égale & I'accélération tangen-
fielle du tambour :

a=a =L:j1£‘ -4 (w. R) = a=0w'.R
t

d¢
» |l faut donc résoudre :
mi.g-F+T = 0 2
T.A~u.F.r = J.o' (6)
Ma.g—T = My.w'.R (2)
RESOLUTION :
@)= :F=m.g+T ; 2)»:T=m,(g—- @ .R)

6)» my(g-@.R)R—[my.g+my(g—@ . R p.r
=U,5m1..ﬁ'2.0)'

En regroupant les termes avec @', il vient :

_glme R—pror(my+ m)]
_8[0,5.m1.ﬁ+m2(ﬁ—u.r)]
mazeR—p .r(My+my2)
05.mi. R+m2(ﬁ' w.r)

Application numérique :
30 % 0,202 x0,01 (60 +30)
8 = 0= "=t 5 .
0,5x60%0,2+30(02-0,2 x0,01)
a = 4,87 m/s?
(Mouvement rectiligne uniformément accéléré.)

Donc:v=a.teth=05.a.t2=1= 4/ 2h
d
(En chute libre, la descente durerait ' = 1,414 s.)

= a=0

=2,03s.

DESCENTE D'UN TREUIL

Tambour 1
(masse my)

Palier @ d =2r

!

Verticale

ascendante 0
e ——————————————— L " J

ISOLEMENT DU TAMBOUR
. [ ﬁ- —- —
Poids - avecP=myg.y
o

Pression atmosphérique = somme
d'efforts nulle

a
-IC;1-3]
o Ci=puF.r
® _z- Wi acf —
TIl.
Cable I I_I..y}
B3 A0
ISOLEMENT DE LA CHARGE
T T
B Poids ‘ 2_9._'}/1
1 G
l ]
T
Cable ’ o \
&
=X
Rz NOTA : La résultante des actions
dues a la pression atmosphérique
= est nulle et la résistance de l'air est
Yy négligée.
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EXEMPLE 3 :

Cas de deux arbres tournants.

L'arbre 1 a une inertie J; par rapport & son axe. |l entraine, par
I'intermédiaire d'une courroie, un arbre 2 dont l'inertie par rap-
port & son axe est J,. (J;=0,2kg. m?; Jr=3kg. m?).
L'arbre 1 est soumis & un couple de démarrage C,,; alors que
I'arbre 2 supporte un couple résistant global égal & C,».
(Cpy=12N.m; C,5=20N.m). Pour un certain réglage
des poulies, Ie rapport de réduction obtenu est R = r1/r,.
{r, =15 mm; r, =60 mm).

QUESTIONS :

1° Exprimer I'accélération angulaire pendant le démarrage
(application numeérique).

2° Calculer la durée mise pour que l'arbre 1 tourne &
1500 tr/min (C,,,4 constant).

3° On supprime C;. Durée de l'arét ?

SOLUTION :

1° Isolons I'arbre 1: J, 6" = C,y—F. 1y (1)

Isolons larbre 2: J, 0" =+ F.ry = C,» (2)

Relation cinématique : &2 = 4+ 11 3)
& Fe

Il suffit alors, dans 1, de remplacer :

F=M; 0,=+11¢, : dol:
R, .

z'!
[J1 + Jz(r—‘) J 6" = Com ~Cr2™1
rz re
Expression de la forme :

Ji ¥ 6% = Cp—Cpn”
|
Inertie équivalente Couple résistant
sur |'arbre 1 équivalent sur 1
On calcule donc -

J=0,2+ 3 x15/16=0,387 5 kg.n’

6"1=18,06 rad/s*
C 1"=20x15/16=5 N.m =1 rad/s

2° Durée du démarrage (espect cinématique).
0'1=18,06rad/s?= 6"y = 6"
0',=1500 x 2 /60 rad/s pour t;=869s
3° Amét:
038756"1=—5=6"1=—216rad/s? = 1,=7,2Ts.

CHAINE CINEMA/IQUE A DEUX ARBRES

Variateur de vitesse

Moteur

]

( "1‘L'

§ |

Courroie
/

trapézoidale

r

Poulie a diameétre variable

Arbre moteur 1

A Commande

=

1
Arbre mene 2

SCHEMA CINEMATIQUE - ISOLEMENT

Js (kg . m?)

=1

‘ Arbre 1

Variateur-Réducteur

| REE] Arbre 2
—
-
' T
[ - Y
[ 1 8 0 O -
-
| Jy kg - m?)

(pour un réglage donné)

Yo

Xo
5 Xo
<= —
NOTA: F=|F|




EXEMPLE 4 :

Chaine cinématique & n arbres (généralisation).

La méthode indiquée dans I'exemple 3 s'applique aussi a une
cheine cinématique comportant plus de deux arbres.

Dans le cas de trois arbres, en isolant chaque arbre et en écrivant
le rapport entre les vitesses angulaires ; on arrive aux résultats
Suivants -

m Equation du mouvement de I'arbre (I) :

J1*6"1=Cm1-Cr1*

forresseia (2o (- (2

Cr1*=Cr3 x —3—?‘ il =Cra. a3
ra 12 an

m Equation du mouvement de V'arbre (I1) :

J2*6"2=Cma*~ Cra2*

[z (2] o0 (2)

avec 2
;Cr2"=Cr3 x _q

Cmz2"=Cm1.

» Equation du mouvement de I'arbre (III) :

J3*8"3=Cpa*-C;3

]J3'=J1 X ({?)ZX((S 2+J3

rz

avec
w1

Cma*=Cm x I8 ¢ mi X =
ri rs

w3

REMARQUES :

w L'inertie équivalente d'un arbre rapide rapportée a un arbre
plus lent est égale & I'inertie de cet arbre rapide multipliée par le
carré du rapport de multiplication (Supérieur a 1).

m L'inertie équivalente d'un arbre lent rapportée & un arbre plus
rapide est égale & I'inertie de cet arbre lent multipliée par le caré
du rapport de réduction (inférieur & 1).

m Le couple équivalent se calcule a partir de :

* * 1)
C,‘.mpzﬂj.fﬂ; = 'Cf= ;—I

[}
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EXEMPLE DE CALCUL

Arbre Poulie Roue dentée

moteur l
T 4 B (I |
o .,J =l

Arbre
récepteur
Fa
Courroie )
u - - g T (111)
2
3 A-:_ Roue dentée
: o =
Poulie

[ Lot

Arbre (T) - inertie J, = 0,1kg.mZ

Arbre (11) : inertie J,=0,2 kg m?

Arbre (ILX) : inertie J = 25 kg . m2.

Réduction (1) / (IX) : Ry =1/5=1,/15.

Réduction (XIATXY) - r4/ry=1/4 et r; = 20 mm.

Le frottement de chaque arbre sur ses paliers estestiméa C; =02 N.m.

De plus, (111) supporte un couple résistant C,3=5N. m.

| 'ensermble tournant est entrainé par un moteur & 1 500 tr/min.
On coupe I'alimentation du moteur.

Calculer :

1° la déccélération angulaire,

2° |'efiort tangentiel en A entre dentures.

SOLUTION :
m Considérer I'ensemble tournant et rapporter son mouvement
alarbre (I) :
IJ1 +J2.ﬁ1?+J3.R 2.((31’:'4)2] 9.1
==C;~(Cr - R) = (C; + C,a) - By (r3/1))
o —[02+0265- (02+5)!{5><4]]
Dot 6% = ""01402/25+ 525 % 16)

0"y =—2.932 rad/s?

m Pour calculer Fdans la denture, il suffit de considérer seulement

(I) + (IT) :

101 +02/25]. 9% = — 2 +F-002

= F=69N



58 Travail

58m1 Travail d'une force

Une force travaille lorsque son point d'application se déplace
dans un repére.

Le travail élémentaire dW, exprimé en joules (J),
d'une force F (N) se déplm,,'an_lb de d/7 (m) est égal

TRAVAII ELEMENTAIRE D'UNE FORC

// d?
(infiniment petit)

au produit scalaire : dW= F.ds.

REMARQUE :
Un travail est positif, négatif ou nul selon F et d¢.

58 w2 Expression analytique
du travail élémentaire

Déplacement élémentaire VA

—_

Temps €lémentaire dt } d/=V.dt
Vitesse instantanée  V
NOTA:

Sid ?représentﬂe déplacement élémentaire d'un point M, on
lanote aussi d OMou d M

En considérant les coordonnées sur un repére de Vet £, on
obtient :

s (XY [oF
dW=F.V.dt= (}’).(uy)d!:l.u;dh Y.uydis+Z vzt
vz

S o X\ fdx
dW=F.d7 = |Y].[dy |=X.dx+ Y. dy+2. oz
Z) \gz

58w3 Travail élémentaire d'une
force en translation rectiligne

dw=F.V.dt = |Fll.cosa. vy .dt=llF]|.cos . dx
HDT_{:
Si F reste constant (mémes direction, sens et intensité), alors on

peut calculer le travail de la force entre deux points Aet B:

Was=||F || -cos . (x5 - X

Le travail d'une force constante qui se déplace entre
deux poinis A et B est égal au produit de la projection
de la force sur la trajectoire, par la longueur de cette
trajectoire.

Force

EXPRESSION ANALYTIQUE (exemple)

F (100N )
dW=F.d/
_[100 sin30°| _[ 50
F | 100cos 30°| ; F {50V2
0 0
w=100trfmin=10,47rad!s=$
= d6 = 10,47 dt
Donc 50 .
dW={50V2 |.|2x1047 dt|~ 1813 dt
0 0

Forcef 7

(constante entre A et B)

* Présentation pratique pour calculer le produit scalzire de deux vecteurs (§ 735)



58w4 Travail d'une force
ou translation quelconque

m Elle conserve mémes direction, sens el intensité mais son
point d'application décrit une courbe quelconque ; son travail
sécrit dW=F .d7.

(d7=ds. FouT : vecteur unitaire tangent 2 la courbe ).

m dW=|IF Il ds.cos e=IIF Il ds' (o ds' représente la
projection d'un élément de trajectoire sur F ).
s Entre deux points Aet B, il suffit de sommer :

Le travail d'une force constante se déplagant entre deux
points est égal au produit de la norme de cette force par
la projection de la trajectoire sur son support.

58a5 Travail d'une force de
moment constant par rapport
a son axe de rotation

dw= F df Fr. d/+F~ dr
—Fr.df car FNJ.{!/’ cloncFﬂ d/ 0
=F;.df(F;.df=Fr.df :vecteursco!meaures)
—Fr.R.00- 4o (F).de

Entre Aet B on obtient :

Wes=Ao (F).(05-64) (Netrad)

Le travail d'un couple (moment constant et résultante
nulle) est égal a la valeur de ce couple multipliée par
son angle de rotation.

58 =6 Travail d'une action

de contact

On projette résultante et moment de I'action mécanique en un
point sur le plan tangent au contact et sur fa normale a ce plan .

Les seuls mouvements possibles se réduisent a :

@ un glissement relatif dans ce plan, de vitesse Va ez,
m Un pivotement autour de la normale : @ , 45,

= un roulement autour d'une droite du plan : w, et w,

Le travail dW¥ correspondant se calcule alors par :
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— ey

di= (Am- Vacen +# aie - ﬂzn)ﬂf

{ﬂmH Q2

A ap ‘ Vacan

(Comoment du torseur de I'effort par le torseur cinématique.)

TRAVAIL D'UNE rORCE CONSTANTE
(exemple : poids d'un corps mobile)

d A
A ‘ 5& )
[w — -
I ) e il
e 3 Y
B? il
T -
V i Wy =!IPIl. b
TRAVAIL D'UN COUPLE
= o (F)

-

—r —-
Wyon y

@Dy
‘ ="

Uyan

Action mécanique de 1/2 : (A, len A
iy X A — L.ﬂ
Az |¥a A az |Ma

Za Na

Mouvement relatif de 2/1:{ vylen A

— Wy
Q21 (m:) V.lezn ( )

[11]
W= (Xg.vp+Vg.vpely.o+Mg.0ps Ny, )0t
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58u7 Applications

58s71 Sphere roulant sans glisser
sur un plan

Entre Aet B, les forces qui travaillent sont :

m le poids (direction constante) : [ Wcias| ,_ 5=+ magh (§ 58.4),
w [‘action de contacten A:

X4 0
(hin)= YA 0 frotiement nécessaire pour la rotation ;
AMMRS | A o 55 | résistance au roulement négligeable

A 0 U (x.p.2)

Le torseur cinématique de 1/0 en A s'écrit :
0 0

2 {1) un} = {0 0
AV 2 0

Dans le cas d'un roulement sans glissement, le travail
de la force de contact est nul.
Le travail se réduit alors a celui du poids.

o e— EY

sans glissement , Ve 1/0=0
> > >

(x. y. 2)

58«72 Travail d'un gaz
Un cylind_r‘e contient un gaz a la pression p. Il se comprime Sous
I'action F d'un piston. On peut écrire :
m Travail élémentaire reu par le gaz :
IdWl= |F.dxl =lp.S.dx|=p.dVI

w Sous F . le volume Vdiminue ; donc dV< 0 et p> 0. On doit
donc écrire |e travail élémentaire :

dW=~-F.dx=-p.§.dx=-p.dV

) plPg)  V(md)
m Le gaz accumule de I'énergie quand on le comprime.

58w 73 Travail d'un ressort

Le raisonnement ressemble au précédent :

Pendant une compression de dx, l2 force appliquée au ressort
travaille de dW=+ F. dx.

Dans le domaine élastique on connait la loi de déformation,

fonction de la rigidité k (N/m) :

F=+k.x
Ona: dW=+k.x.dx=+dS

(dS = aire élémentaire sur le diagramme.)
Energie accumulée pour la fléche £, :

Wa-s -ﬂ:jé-Fm.fma:

Le ressort que I'on comprime emmagasine de I'énergie que I'on
compte alors positivernent.

SPHERE QU1 ROULE SANS GLISSER
Sphére 1

-

=<y

Verticale ascendante

Plan O

Si [|ABl=1m) W,z =lPI.llAB|sine
IPll=10N =10 x 1 X sin 20°
=342

TRAVAIL ELEMENTAIRE D'UN GAZ

Cylindre Section S
X F=—pS.x
- —
Gaz
_ dW en joules (J) ; p en pascals (Pa)
AW=-p.dV| 4 en métre-cube (M3
TRAVAIL D'UN RESSORT
A
F(N) 4 |
(effort) ! -
X . | " ,1‘
F, max — [ =i I 5
‘ o = Z(dS)
F R T
. S '. dS=F.dx x(m)
Ol—fﬂ‘y_ _ (Fleche)

&/ représente |'énergie potentielle du ressort soumis a F .




59 Puissance

59«1 Définition

La puissance instantanée P d'une force qui effectue pendant
letemps df le travail élémentaire diWest égale & la dérivée du
travail élémentaire par rapport au temps :

p= W

df

P - puissance a I'instant fen watt (W).
dW: travail élémentaire en joule (J).
dt :temps élémentaire en seconde (s).

REMARQUE :

m La puissance est une grandeur algébrique (voir convention
de signe fig. 1).

m Un watt est la puissance développée par une force qui
effectue un travail de 1 joule en 1 seconde.

Multiple : le kilowatt (KW) ; 1 KW=103W*,

59«2 Puissance d'une force

La puissance développée par une force F al'instant test egale
au produit scalaire de cette force par la vitesse du peint d'appli-
cation M de cette force dans son mouvement par rapport
au repere (<R) (voir fig. 2).

P= ;. l};fE:;;; ou P=“;” .“ VME_S_I.‘R - COS X

P  puissance en watt (W).
|F]| - intensité de la force appliquée sur (S) en newton (N).

| Vsse 514 - vitesse de Mappartenianta (S) par rapporta (R),
en metre par seconde (M/s).

59 a3 Puissance d'une force
sur un solide en rotation

P= /ﬁ’n(},—') ‘ ﬂ—s;‘;

P - puissance a l'instant fen watt (W)
A u(?) - moment de T—"par rapport & 0.

“m )“ en newton . mefre (N . m).

£ s vitesse de rotation de (S) par rapport & (R),
| © sy |l en radian par seconde (rad/s).
* Ancienne unilé : le cheval vapeur - 1.ch = 736'W.
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(1) CONVENTION DE SIGNE

Le systéme regoit une puissance P,

r

R R L o \
T EFTEEyi
Le systéme fournit une puissance P,

P, <04|

Systeme isolé (le moteur €électrique)

(2) PUISSANCE DEVELOPPEE PAR UNE FORGE

E

Vivte s

A
| Trajectoire
TMesrn

Solide (S)

(3) PUISSANCE DUNE FORCE SUR UN SOLIDE EN ROTATION

Solide (S) (ex. : engrenage hélicoidal)

Axe de rotation
de S/R

Trajectoire de M
par rapport a (¢R)
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Dans le repére R (0, X, ¥, 7 ) les composantes des vecteurs sont -

_. 7 L= A F) 0
ﬁg{f]:(M)avec; M=y, (F) :@:( o).
N=Mp,(F) o

En effectuant le produit scalaire 4, (?). g

P=Hpy(F).w ou P=N.w

P : puissance développée & I'instant  par une force F appliquée
sur un solide en rotation par rapport & un axe fixe (0, ) (W).
g, (F ) moment de la force F / axe fixe (0, Z) (N. m).

w : vitesse angulaire de S/ %R.a 'instant £ (rad/s).

REMARQUES :

m Si A5, (F) et wsont de méme signe : P> 0,
La puissance développée par F est fournie au solide (S).

= Si Ay, (F) et w sont de signe contraire P< 0,
La puissance développée par F est prélevée au sclide (S)

w On pose souvent ﬁ/gz(f) = Cp.
C,, étant le couple moteur (en N.m),

avec: G, = Mp,(F).Z .
L'expression de la puissance devient ;

=00

EXEMPLE DE CALCUL :
Un dispositif de levage est constitué d'un moto-réducteur 1 muni d'une
poulie a gorge 2.’sur laquelle s'enroule un céble 3 (d = 150 mm).
Lachargeest [P ]| = 1800N. La vitesse de levage est constante
I VAE 4l [| = 20 m/min.

1° Calculer fa puissance nécessaire pour élever cetie charge et déter-
miner celle du motoréducteur.

2° Galculer le couple moteur correspondant.

HYPOTHESES :

m Les poids du support et du céble sont négligés.
® Lecéble est sans raideur.

SOLUTION:
1° Isoler §; = {portion 3" de céble, bobine 4, support 5.
w5, est en équilibre a vitesse constante sous I'action de deux
résultantes P et Ty dol Tgygr = — P
dob: Tym =~ [Py = 18007 .
Le vecteur vitesse Vpe g et verical,
Voegya & Tape sont donc colinaires
w Calculer la puissance développée par cette force :
P= Woegsall 1Tl cos0° ; cos0° =1
d'ob: P= (20/60) x 1800 ; P=600W.
2° Isoler I'ensemble S, = {poulie 2, portion de cable 3'}.

m Recenser les actions extérieures (voir tableau ci-contre).
m FEcrire le théoréme du moment statique / (0, Z) en B

Ng+ |i?;3}".ﬂf2 ={

Ng+1800 x 1502 =0

Ng=—135000N. mm ; #g,(Tqnz:) = — 135N m.
Ng= Cp= —135 N.mest le couple moteur exercé sur la poulie 2

DISPOSITIF DE LEVAGE

73
Mg1s

Tasg
est dans le plan

(B.Xy)

Torseurs appliqués sur (5) ={2, 3}

PNy
By 0
8{ N }=’{':Ti'%}=ﬂ{ ¢ ‘:"s }{Iiﬁ




59 w4 Puissance absorbée
par les actions de contact

w Lorsqu'une liaison est parfaite (facteur de frotiement u
nul) la puissance absorbée par les actions de contact est nulle.
Par exemple, si la masselotte 2 glisse sans frottement sur la
tige 1 en rotation uniforme autour de (0, Z ) on peut écrire -

P=Ayz-Vaen=0 (Ayz L Vaean)

= Lorsque le facteur de frottement y n'est pas nul,
la résultante des actions de contact de 1/2 peut étre projetée
sur une normale et une tangente @ la surface de contact :

A-.l,fz == Nuz + T-”'z (V0|f§322)

Le travail de la force tangentielle est résistant et non nul. |l est
transformé essentiellement en chaleur.

REMARQUE :
Dans le cas d'un roulement sans glissement (u # 0)
avec un contact ponctuel, le travail (et donc la puissance) de
I'action de contact est nul (voir § 58.71).
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MASSELOTTE CUULISSANTE (u = 0)

Dans (R4) = (0, X7, Y1, Z1)
P=|Azl-||Vagonll-cos 6 =0

(COS%:O)

MASSELOTTE COULISSANTE ( . # 0)

e e %
P=|lAzll-lIVacanll-cos =0 (cos €<0)

Actions de contact | 1 1 l x
2 % 2

59=51 UN SEUL DEGRE DE LIBERTE
Nature du mouvement 1. Translation 2. Rotation 4. Roulement
selon (0, x) autour de (0, Z) autour de (0, 7)
j;'ik 211 F\ } Nap
r L ] - 3

P= Az - Viersz

P= Mg (Ap1) w1z

P=Maan w152

P=Hpy(Npp)- @y

Puissance absorbée W : — — B
P=||NopllVeqszll | P =Nzl 2 2 loqzll [P =HAznl e 3 ozl P =8Nzl [yl
EXEMPLE DE CALCUL : PUISSANCE ABSORBEE DANS UN PALIER

Un arbre 1 de diameétre 60 mm est en liaison pivot par rapport
a2. 1l est soumis a une force radiale de 2 500 N. Le facteur de
frottement entre 2 et 1 est w = 0,1. La fréquence de rotation
de 1/2 est n = 50 t/min.

Calculer la puissance absorbée par le palier 2.

RESOLUTION :

Nous sommes dans le 2 cas du fableau :

—

P=lINgll. . g— Myl

p=2500x01x00x 22X pgo3w.

T

b
¥ Ny
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59=52 Plusieurs degrés de liberté

Soit un solide en rotation autour de (4, X ) et en translation selon
(A, X) par rapport 2 S, (exemple de la liaison pivot glissant). Le
torseur cinématique de (S)/ R S'écriten A:

fg90 | (@ estliéa sp)

Vaesmo
Le torseur des actions de contact de {Sg)/(S) en Aest :

R
{Asys0)) = [—*]
AUA(5)/(S0) A"‘fﬁ

La puissance totale des actions mécaniques de (Sp)/(S4) est
égale a la somme de Ia puissance développée par R et de celle
développée par 4/,

A[USMG} i l
A

EXEMPLE : LIAISON PIVOT-GLISSANT

P=R.Vacsimo+#p- s

R - résultante des actions mécaniques de (Sg) sur (S).
A, -momentdesactions mécaniques de (o) sur (S)en A.
Qgqo  :vitesseangulaire de (S) par rapport & R q.
Vaesiqo - vitesse de A lié a(S) par rapporta Rq.

P est donc le comoment suivant :
R T
P= [—“’]. [ nsmn,]
alfy) 2 Viesizo

59a6 Puissance absorbée

par la résistance de l'air

m (ette derniére absorbe une grande partie de la puissance
du moteur d'une automobile.

= Le vent sur le toit d'un bétiment provoque une charge
importante.

Daprésle §18.3

IRysl=05.6,.p.5.1Vgy 12

C, - coefficient de trainée (dépend de la forme, de Ja rugosité du
corps).

p :masse volumique de I'air (kg/m®).

S - section maximale du corps normale aux filels 'air (m®).
Vg - vitesse du solide (S) par rapport & air (A) (mys).

La puissance correspondante absorbée est :

P =0, si on a simultanément :
.H . VAESf‘.ﬁﬂ = 0 i H _I_ é VAESﬁRD
',{{A'HS/ER.U ='D . MAJ_QQSHO

RESISTANCE A L'AVANCEMENT
Ligne de courant

P=IRys Il.IVgall ; P=05.C,.p.5. Vgl

=N HA /8

Cy
élevé

S : section normale

aux filets d'air

Cy
faible

S : section maximale




60 Energie

60w 1 Définition

Jn systéme isolé posséde de I'énergie Si cette grandeur phy-
sigue peut étre transformée en travail mécanigque.

)n distingue différentes formes d'énergie, par exemple :

u I'énergie mécanique : elle est directement transformable
n travail (mécanismes ave ressorts, fluides comprimes, eic).

® I'énergie électrigue : liée a la circulation d'électrons dans
In conducteur (moteur électrique).

» ['énergie chimique : liée & la combinaison de plusieurs
>orps (ex. : la combustion de |'essence provoque un travail dans
le moteur & combustion interne).

w |'énergie solaire : liée au rayonnement solaire, & son
aspect lumineux (photopiles) ou calorifique.

= |'énergie nucléaire : liée a la transformation de la struc-
ture des atomes (réacteur nucléaire).

La figure 1 montre, sous forme symbolique, quelques iransfor-
mations possibles de I'énergie.

60=2 Rendement €nergétique

Le rendement d'une machine qui transforme une forme d'énergie
quelconque en énergie mécanique est défini par le rapport
suivant (voir fig. 2) :

Ps

n=
Pe

1 - rendement (lire ). Nombre sans dimension.
P.: puissance d'entrée dans le systéme isclé (W).
P, : puissance de sortie du systéme isolé (W).

REMARQUES :

w |a puissance dissipée par les pertes (frottements, effet
Joule, pertes calorifiques. ..) est égale  la différence entre la
puissance d'entrée et la puissance de sortie.

m pesttoujours inférieural; p<1.*

m Si un mécanisme est constitué d'un ensemble de méca-
nismes montés en série (voir fig. 3) ayant chacun un rendement
connu (171, 12 M3 ... ), 1€ rendement global 1 du méca-
nisme est -

N=Nq1-MNz2:N3-Nn

* Pour certains calculs, on prendra 77 = 1.
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(1) TRANSFORMATION DE L'ENERGIE

ENTREE : SORTIE ;
Energie Convertir Energie "
électrique I'énergie mécanique
Moteur électrique A Pertes
Energie Convertir Energie
chimique I'énergie mécanique
Moteur & combustion A Pertes
interne
Energie . Convertir Energie
solaire i I'énergie mécanique
Photopile A Pertes
+ moteur €électrique
Energie Convertir Energie
— s : ; - »
nucléaire I'énergie mécanique
Réacteur nucléaire [} Pertes
+ turbine
(2) RENDEMENT D'UNE MACHINE
) |\ - Systeme
O - — = / isolé
T4 t Puissance
Puissance de sortie

d'entrée

- E-ll—-—-h—

| = Pertes

1 | [ |
R e e e N

@ MECANISMES EN SERIE

Puissance de sortie

__ Puissance d'entrée

1¥ mécanisme
rendement : 17,

2° mécanisme

rendement : 7,

3% mécanisme -

rendement : 14
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60 a3 Valeurs de rendements
de mécanismes

Pour les caiculs de rendements de mécanismes :

= Soit on calcule les valeurs & partir de relations faisant intervenir le
facteur de frottement entre matériaux (voir chapitre 12 et chapitre 32).

= soit on utilise les valeurs expérimentales du tableau ci-dessous.
Une place particuliére est faite aux systémes vis-écrou a billes, étant
donné leur importance dans les parties opératives des machines a
commandes d'axes numériques et des systémes asservis.

012345678910
Angles d'hélice (degrés) : a
Exemple : on donne: @ = 2° ; u =0,01.
Quel est le rendement de o 7
La courbe donne : » = 0,78.

Mécanismes particuliers Rendement ;7
Arbres sur paliers  roulemenis 0,%8
Arbres sur paliers lisses bien lubrifiés 0,95
Commandes par courroie 0,95
Engrenages droils reclifiés, bien lubrifiés 0,98
Engrenages tailiés, bien lubrifiés 0,95a0,97
Arbres sur paliers lisses @ graissage discontinu 0,940,92
Engrenages tailiés mal lubrifiés 0,9a0,92
Engrenages bruts de malrigage, selon montage et entretien 0,754a0,85
Roue et vis sans fin :
— réversible bien lubrifié 0.4a08
— irréversible, lubrifié a la graisse 03a04
Vis et écrou d"assemblage (irréversible) 0,15a0,3
SYSTEME VIS-ECROU
(D Rendement 7, des vis-écrou a billes (utilisation normale) * @ Rendement 1 des vis-écrou 2 billes (utilisation inversée) *
Utilisation normale * tourner 1a vis pour obtenir un déplacement en translation | Utilisation inversée : translater I'écrou pour obtenir une rofation de Ia vis.
de I'écrou.
Rendement n Rendement 7]
A A
= 0,003 L= 0,003
1 i 1 g
©= 0,005 e u= 0,005
,/’#"—: =001 /ﬂfﬂ- " u=0.01
O [TV V ,
17 |Vvis abiles / |/ | vis & biles
0,7 7 0,7 -y
=0,1
06 [ e o6 Hi
0,5 pd 0,5
’ A - 1 4u=02 ' .
[~ A H= 0,1
0.4 0,4 T Vis traditionnelle —]7
L A vd p=tang ou de roulement /|
03 i Facteur de frottement | 0,3 s
0.2 , 17 ou de frotiement 0.2 /
“ | f { vis tracitionnelie g s ‘ /
0,1 /.’ 0.1 /
- / P

012345678810
Angles d'hélice (degrés) : a
Exemple :ondonne : a =2°; u =0,01.
Quel est le rendement de ¢ ?
La courbe donne : p = 0,7.

* D'aprés Korta.
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61 Energie potentielle

Dans certains cas particuliers, le travail d'une force appliquée
sur un corps dépend uniquement des positions initiale
et finale du corps, et non de (a fagon dont le parcours s'est
effectué. Dans ce cas, la force est dite conservative, elle
dépend d'une fonction E;, appelée énergie potentielle.

61=1 Energie potentielle

de pesanteur

Un solide (S) de masse m, placé dans un champ de pesan-
teur uniforme g , se déplace de 14 2. Le travail de son poids
F dansle déplacement d'une hauteur : h = z; — z,, s'écrit :

ENERGIE POTENTIELLE DE PESANTEUR

W(P)y.p = mg(zy—2;) ; W(P)yp=mgzy— mgz,

m Par définition, I'énergie potentielle de pesanteur en 1 ou 2,
définie & une constante prés C, est :

Epy=mgzy+C; Epp =mgz;+C

E,1: énergie potentielle en un lieu 1 (J).

E - énergie potentielle en un lieu 2 (J).

m - masse du solide (S) (kg).

z, : altitude du lieu 1 par rapport & Forigine de R (m).

z, - altitude du lieu 2 par rapport & 'origine de <R (m).
REMARQUE :

Si conventionnellement £,, est nulle pour 2= 0, la constante est
nulleet £, = mgz*.

w Letravail du poids P peut s'écrire ainsi -

l W‘Fh.z = EN = Ep2 ' W(F) 1-25 mgh

61 =2 Energie potentielle
d'élasticité

Un ressort 1 comprimé, exerce sur un piston 2, un effort £ -
lorsque 2 passe du point 1 au point 2, le travail de la force
d'élasticité F,, Ou ressort s'écrit :

W(F)q.,= 5 kx,' 3 '“2 ; WF)p=Ep1-Epg

E1 : énergie potentielle d'élasticité au point 1 (J).
£, - énergie potentielle d'élasticité au point 2 (J).
k  raideur du ressort (N/m).
Xy  dbscisse Cu point 1 (m).
X, abscisse du point 2 (m).

* Sinon on peut exploiter simplement la différence d'énergie potentielle, ce qui permet d'éliminer la constante.

Verticale $ = Accélération
ascendante "é1 de la pesanteur
4 A 1
Solide (S) h
2 |
©@—i z
1
Y E" =m a

Plan de __ Zy
reféerence y ,

I @0 %

EXEMPLE DE CALCUL

Un corps de masse M = 300 kg descend de 3 m. Sachant que
I g Il = 10 m/s2, caiculer la variation d'énergie potentielle de
pesanteur au cours du déplacement: h=zq — z; h=3m.

W(P).,=300x10x3=9000J.

ENERGIE POTENTIELLE D'ELASTICITE

Ressort1 Piston2 Tube3  Origine du repere fixe
i (ressort détendu)
¥ ’/ e
AN | : /] Fe ¥
vy | [°
- =T Pourx=0
ki {ressort
X complétement
_ {p:longueur libre d:teniiug
N du ressort E e
RAPPEL

m La force exercée par un ressort est proportionnelle & sa
fléche x: .Fﬂz = — kx. I
Si x<0 (casci-dessus) Fy;2>0.
m Le travail élémentaire est dW = — kxdx**.
i

W(F-]-‘,z: == X kxdx= % kl’z— % .ﬁ’].'z

**Voir chapitre 58.
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61 =3 Energie potentielle
d'un gaz

ENERGIE POTENTIELLE D'UN GAZ

Gaz (air) S : surface du piston 1
Un gaz que I'on comprime accumule de I'énergie (§ 58.72). s
On dit alors qu'il augmente son énergie potentielle car il pourra ¥ 5 1
restituer le fravail correspondant lors de sa détente. | = \ | |
— e
F 1/gaz Il -— ;
W{gazh_z = EpZ - E‘n = T % |
p.v, T i :
W(gaz)y.; : travail recu par le gaz entre les éfats 1 (py, vy, Ty) | - 1
A
et2 (g, vy, T5) (). | % |
Ep 3 énergie pment?elle I.‘il?alﬁ du gaz (état 2) & y Tube 2
Ep : énergie potentielle initiale du gaz (Etat 1). " 2
On peut aussi écrire - -
I Paosition 2 | Position 1
J"’2 du piston 1 du piston 1
AEpr-2=Epa ~Epy = - - p.dv i > X
DEMARCHE DE CALCUL GRANDEURS PHYSIQUES
1° Pour calculer intégrale ci-dessus, il faut connailre fa loi de varia- | . precsion effective du gaz (Pa).
tion de p en fonction de |a varialion de volume. :
v : volume occupé par le gaz (m® / kg).
2° Identifier le type de transformation dans le tableau ci-dessous | T :température absolue (K).

{transformalion en vase clos d'une masse de 1 kg de gaz située en
permanence dans le méme récipient*).

3° Calculer py, vy @ I'état 1l py, vy 3 I'état 2.

4° Calculer Wy_, selon la loi définie ci-dessous.

: constante caractéristique du gaz (J / (kg. K)).
: force exercée par le gaz sur le piston (N)

)~

avecF =p.5.x.
dW (gaz) : travail élén_lenlaire du gaz (J / kg)
avec dW(gaz) = F.dx .

Transformation isotherme : T= Cle

Transtormalion isochore : dv = 0

p (Pa) Loi de Mariotte : p (Pa) Pivg=r.T;
T = Cte; pv= Cte =il
p2 — 2 pv p2 g 2 Pols =T T2
\\ Travail échangé 1-2: P _ T
i : Vg Pz N T2
o o Wiz =-Pivi6, - o
L - vy i i LA Travail échangé 1-2:
0 v, vy v(rikg) O vi=v; v(m¥kg Wi2=0
Transformation isobare : dp = 0 Transformation isentropique : d0 =0
p (Pa) pwy=r.T; p (Pa) pvY =Cte
Pae=TiT; p,t_2 Travail échangé 1-2:
LI | | Wi
P 2 1 T ! 12= ﬁ (P2vs = Pyvy)
Pz| 1 | Travail échangé 1-2 : | i r
p— = 4 Wiz=-p (vz-vy) g B I Wiz=_——2(T2-T))
O vy vy v(mikg) 12="PW2=Y, O v, vy v(m/kg) gl

* Etude insutfisante pour aborder les machines thermiques dans lesquelles le gaz s'écoule.




62 Energie cinétique
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C_ est |'énergie acquise par un soI!de (S) qui se déplace & une T o
vitesse v par rapport & un référentiel (R). e i

, _ NMassa m RO, x,y,z)liéau vé
Tout corps en mouvement peut fournir un travail lorsque sa __ &]G Masse m
vitesse diminue (un marteau qui arrive avec une vitesse sur une Vitesse : i Vitesse nulle
" " b o . : - - -
tole, est capable de la déformer), Voesis # 0 fa| - Vousis =
62=1 Solide en translation T~ o
On définit la variation d'énergie cinétique AE , 1., d'un solide (S) o
entre deux instants {, et £, par : Téle non pliée Tole plice

AEx1-2 =% mvlg, - ; molo. MOUVEMENT DE TRANSLATION
= Solide (S) masse (M) 5 .
vy ; ¢
m + masse ¢e {S) (ko). - e s - trajectoire de G/R
v :vitesse d'un point (S) par rapport & (R ) a l'instant ¢, (m/s). :}/; ] //’ T
v, vitesse d'un point (S) par rapport & (<R) & l'instant £, (mVs). == ISV s : -
o
initi " ive 1 2 : - b=

Par définition, la grandeur scalaire positive : m.vj o O O %
est I'énergie cinétique du solide (S), 2 I'nstant £, consi- o] -
déré, par rapport au référentiel <R*. On peut aussi écrire : z® R (O, X, y,z)lié alaterre

AEy1p=Egp—Epy

AEyy: variation d'énergie cinétique entre £, et £ (J).

62s2 Solide en rotation

On définit Ia variation d'énergie cinétique A £, ; d'un solide (S)
entre deux instants £ et t, par :

¥ 2
Ah1-z=12-- Joz. 0554 -15 Joz. @ 1 g3 = Ex2—Ei

Jo, - moment d'inertie de (S) par rapport a l'axe (0, 7) de
rotation de (S)(R) (kg . m2).

@1/ vitesse angulaire de (S)AR) & l'instant 1, (radfs).
@55 Vitesse angulaire de (S)(R) & linstant £, (rad/s).

APPLICATION :

Calculer la variation d'énergie cinétique du volant V de masse
m=120kg, de forme cylindrique de rayon A=0,5 m, entre lnstant ¢,
de fréquence de rotation i =900 t/min et linstant £, : ny=0tr/min.
SOLUTION :

Calculer le moment d'inertie du volant par rapport & (0, 7)

2z
JGz;ﬂ?.Bi s Jdor = 120x05 i do=15 kg.m2

2
; a0 900 x 2
La vitesse angulaire & ¢, est @y = % =30 mradss.

Calculer la variation d'énergie cinétique entre £, et f; :
Esa— E.‘:t=0—-12— x15x(30 7)*; A E 1.2 =— 66204

TRANSLATION : EXEMPLE DE CALCUL

Calculer la variation d*énergie cinétique d'une automobile dont
la masse en charge est de 1 600 kg lorsqu'elle passe d'une
vitesse v = 110 km/h & l'arrét (v = 0) par rapport @ un réfé-
rentiel (1) lié a la terre.

SOLUTION :

Convertir la vitesse a I'instant {; en m/s :

3
L < v =1 ,102m/s
3600 36

Ball:lllerAEk-'_z:E”—E“:

=0-1x x (11x1p* = 2
AEin2=0- 1x1600% ()x10* (pour v, =0 £y =0)
A£*1,2“‘?45913,6J=—74?u

ENERGIE CINETIQUE D'UN VOLANT
j,c" A Volant masse m
[

Rotation autour

de (O, z) - e
/ L Qg
4 s \ R o -
: X
D
X st
-Z-' &

Bati Palier de guidage

’

R(O, x,y,z)lié au bati 1

* Si 015741 st nulle par rapport au repére (), Ey ¢ et nulle par rapport & (R ), ce qui ne veut pas dire qu'elle soit nulle par rapport 8 un aulre repere (R ;).
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62=3 Mouvement quelconque

Lorsqu'un sclide (S) est animé d'un mouvement guelcongue,
celui-Ci est le résultat de la composition de deux mouvements
(ex. : alimentation en rotors d'un poste de montage).

m Celui du centre de gravité G de (S) dont le vecteur vitesse 3
I'instant { est : VGESJ"a‘l ;

= Celui du solide (S) autour d'un axe (G, 7 ) passant par G,
dont le vecteur vitesse angulaire est : 2 g/q; .

1 v 2+ Xata V0o
E,=EHI- | Vaesis ||2+EJW.!' P

L'énergie cinétique, a l'instant ¢, par rapport au référentiel («R)
d'un solide tournant autour d'un axe d'orientation fixe
passant par son centre de gravité G est la somme de I'énergie
cinétique due au mouvement de translation de G par rapport
d (R ) et de I'energie cinétique due au mouvement de rotation
autour de cet axe, par rapport au méme référentiel (R ).

62w4 Théoreme de 1'énergie
cinétique

Dans un repére galiléen (R, ), la variation d'énergie cinétique
d'un systéme (S) isolé, entre l'instant £, et l'instant ¢, est égale
4 la somme des travaux des forces extérieures et intérieures agis-
sant sur (S) entre ces deux instants considérés :

W(Fex1/S),, + W(Fin/S),, = E,, — E,

W(Fext/S) ., - travail des forces extérieures appliquées sur
(S)entre t, et £, (J).

W(Fint /S)4.p: travail des forces intérieures & (S) entre ¢,
el ty (J).

E, 5 : énergie cinétique de (S) & l'instant {5 (J).

Ey - énergie cinétique de (S) & l'instant ¢4 (d).

REMARQUES :

= Le travail des forces intérieures a (S) n'est pas nul
si les corps sont déformables (cas de la compression - extension
d'un gaz, d'un ressort...), et/ou les liaisons sont réelles (frotte-
ment non nul : p # 0) *.

® e théoréme de I'énergie cinétique est trés bien adapté a
I'étude des systémes aux mouvements « unidimensionnels »
(translation ou rotation) car il ne foumit qu'une seule équation

scalaire.
* o= tan ¢ = 0; facteur de frottement rul.

ALIMENTATION PAR PLAN INCLINE

Rotor (S) Rotation de (S) autour de (G, 7) Plan
. horizontal
’/ QS}’
Translation

—

ROZV,Z) I %
lié au bati Pan s |

Gaz dz

_Travail des forces
+—= | intérieures dues
a la pression

=0 Travail nul
"' des actions

. S mécaniques
—= | aux liaisons

Travail des forces extérieures

CAS PARTICULIERS 1

Corps indéformables. Liaisons parfaites jv =0 *

W(Fex),, = E,,— E,,  W(Fint),,=0

Corps indéformable en transiation e =0*

W[FEEE),_f—;-m(v%— v})

vy : vitesse du corps au point 2/(R y}
vy : vitesse du corps au point 1/ 5)

Systéme déformable en rolation e =0 *

2 2
w Wy

W(Fex),, = J, __2_,2_ =

Jo, J1, w2z, wq:moments dinertie el vitesses angulaires
aux points 2 et 1.!(5*1,)

Systéme indéformable en rotation g =0~

2

1)

- J, 2
W(Fext) ;=5 (@] - @
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CAS PARTICULIERS 2 : CORPS INDEFORMABLES - FROTTEMENTNUL =0

Translation rectiligne - Force constante

Mouvement hélicoidal de (S)/:%

R 4 (0. X. y. Z ) repére galiléen

J} y Solide (S) masse m
M / B M R
O = - I
(m) [1 Viemy VM |2 Vo
X4
X2 =
e |

Solide (S), masse m, moment d'inertie J

IF) =Cte
R (O.X,y.Z)repére galiléen | #4 ||=Cte

Travail : il se réduit au travail des forces extérieures:

=]
Wlaish-2 = II Ri(xz2-x1)

Travail des actions extérieures :

> W(actions exush -2=W{?)t 'z+w(};)1 -2
3 W(actions ext/s) |-z=:IF "(Iz—l 1)+” #a ” (62-61)

Variation d'énergie cinétigue :

Variation d'énergie cinétique :

. | 2 i 2 » i TS | 2 B
Exa—Exs 2 9 v?(lﬂml 2 mvilmmi Exz E“"z s (V“ If”) *2 J(mztﬂn mﬂSM])
EXEMPLE 1 ( freinage d'un chariot) - DISPOSITIF D'ARRET

n chariot 1 de masse m= 15 kg roule sur deux rails horizon-
Un chariot 1 de mas g l 5 3 w g i 4 3
taux 2. |l est arrété par une butée {3,5} a ressort, fixée sur le — = & i
bati 4. La force Fexercée par le ressort 6 sur le piston 5 est pro- il 1

portionnelle & sa fiéche x

Fers =~ 11538 x(Fen N ; xenm). La course maximale de la
butée est X e = 100 mm.

Calculer la vitesse maximale du chariot par rapport & (R lié au
béti, compatible avec la course de la butée -

HYPOTHESES :
m larésistance au roulement en A et Best nulle,
m le facteur de frottement est nul en Aet B( u = 0) et enlre
le piston 5 et le corps 3 de la butée,
w larésistance de I'air est négligée,
m le moment d'inertie des roues est négligé.
SOLUTION :
1° Isoler le systéme S = {chariot 1, butée 3}
2° Appliquer le théoréme de I'énergie cinétigue entre :
1 : début du contact 1 - 3 et 2 fin de course butée.
w Calculer les travaux des actions extérieures a (S) de1a2:
F, A_y: , §; ,sont verticales { u1 = 0) donc perpendiculaires au
déplacement dx. Leur travail est nul.

W (E) 1.2+ W(A_?.-‘:)I—E + W(a)l-a =0
m Calculer les travaux des aclions imérieures a(S)de 1a2:
D34 est verticale ( = 0) donc perpendiculaire au déplacement
0. WDysho= Dys. dx=0

4A23‘1 2N 1C =

‘ = (5 : + g
;@_ ' ___@__ ol It
A ‘ B ———

B RO, %,y.7)li6a4|

Début contact 5/1 -
- X max - COUrSE
% butée : 100 mm
Fin de course piston 5 (ty) 1 s 2 (ty)
i - v, =0
7 e -
G : -
/ - O 2
A

5 | I;//I//HTA//, .

4
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Eer s e travaille pas car son point d'application est fixe *.
Fes 5 est colinéaire au déplacement e son point d'application,
Letravall delaforce dun ressortest: W \ Fey s ) = —.12- B T2
W(Fa ;;)1-2=—1— x 11538 x 0,1 x 0,1=-57,7J

2

= Calculer la variation d'énergie cinétique entre £ et 4, :
AEy=Fip—E i Ea=00ar vy=0; AE=0-T5v?
= Appliquer le théoréme de I'énergie cinétique entre 1et 2:
Ep-Epi = W(Foys)iz; 0-T5 02 =577
= Résoudre I'équation, calculer v, :
V2 =769 ; v= V769 vy=2,11m/s

METHODE

1° Isoler un systéme (S).

2° Choisir deux points 1 et 2 oi sont connues cerlaines gran-
deurs (vitesse, forces ...).

3° Calculer I'énergie cinétique en 1 et 2.

4° Faire le bilan des actions mécaniques. Calculer leur travail
entre 1 et 2.

5° Appliquer le théoréme de I'énergie cinétique.

6° Résoudre et calculer I'inconnue.

7° Si impossibilité, choisir un nouveau couple de points et
recommencer le calcul.

EXEMPLE 2 (calcul d'un volant d'inertie) :

Un moteur 2 fournit un fravail de 1000 J par tour & un
compresseur monocylindrique. Le travail nécessaire & I'aspira-
tion de I'air pendant le demi-tour de 1a 2 est négligeable alors
que le travail fourni par le moteur reste constant. Le compresseur
prend donc de Ia vitesse. Pendant le demi-tour Suivant de2a1,
le travail nécessaire a la compression de 'air entraine une chute
de vitesse. La poulie-volant 4 joue le role de volant d'inertie pour
réquler la vitesse de rotation du compresseur.

HYPOTHESES :

= |es ligisons enire les solides sont sans frottements,

® |es masses et les moments d'inerties des solides en mouve-
ment, autres que la poulie-volant, sont négligés.

Calculer le moment d'inertie J,, de la poulie afin que la
vitesse angulaire @ du compresseur reste comprise entre
1,5 wet 2 wrad/s, le couple moteur restant constant.

SOLUTION :

1° Isoler le systéme S= {1,4, air dans la chambre}.

2° Appliguer le théoréme de I'énergie cinétique entre Ie point
1 (point mort haut) et 2 (point mort bas). (Phase aspiration.)
3¢ Calculer I'énergie cinétique aux points 1 puis 2 :
En1:vitesse min: @=15 zrad/s; ;s = % Jp, % (15 )2

En2: vitesse max : w=2 wrad/s ; Eyo= % Jo, % (2 m)2
4° Calculer les fravaux des forces extérieures et intérieures :
Les forces intérieures aux liaisons ne travaillent pas (frottement
nul), le travail d'aspiration de |'air est nul. Le travail du couple
moteur, Supposé constant, de 12 2 est:

w(co) s =]—-ém . w(Ch)i2=500

5° Ecrire le théoréme de I'énergie cinétigue :
% g, [2 m2—(15 M =500 ; Jo,~579kg.m3

* Il en est de méme pour les autres forces de liaison dont le point d'aplication est fixe.

COMPRESSEUR MONO-CYLINDRIQUE

REFOULEMENT Compresseur 1

11y ASPIRATION
Poulie-volant 4

P
p Courroies 3
\/ L

R

PHASE ASPIRATION

> Aspiration
i}'
"’A de |'air
mb

Fin de course L
haute ’)

\j
|
i
I

Course C

Fin de course
basse

Y

1 : point mort
haut

N
2
Compression Aspiration
2 — 1 1—=2
2 : point mort
bas
77777

**Voir § 58.73.



63 Conservation
de I'énergie

631 Notion de systeme isolé

Un systeme (S) est dit isolé lorsqu'il n'échange aucune énergie
(mécanique, calorifique, chimique...) avec le milieu extérieur.

m Dans le cas, par exemple, de la chute d'un corps sous
I'effet de I'attraction terrestre, le systéme isolé est constitué
du corps (C). La perte d'énergie potentielle de (C) n'est pas
échangée avec |'extérieur mais convertie en énergie cinétique
de (C) (en négligeant la résistance de ['air).

= Le systeme isolé ne peut comporter de contacts avec frotte-
ment. Ces forces absorbent de |'énergie, pour l'essentiel conver-
tie en chaleur, cédée & ['extérieur.

63 =2 Principe de la conservation
de 1'énergie mécanique

Pour un systéme isolé (S), dans lequel toutes les forces dépen-
dent d'une énergie potentielle™ et les actions de contact ne fra-
vaillent pas, |'énergie mécanique totale £, est constante entre
deux instants & et £, (voir fig. 2). L'énergie mécanique étant
la somme de I'énergie potentielle £, et de I'€nergie cinétique
£, on peut écrire :

Ep=E,+ E,=Cle

L'énergie potentielle ayant trois formes, on peut écrire -

Ep= Ex+ Ep (pes) + Ey (eias) + Ep (press) = Cte

E, e -€nergie potentielle de pesanteur (J).
E,(eias) - €nergie potentielle ¢'glasticite (J).

Ep press) - ENergie potentielle de pression (J).

REMARQUES :
m L'énergie mécanique étant constante, elle est en général
déterminée par les conditions initiales du mouvement (fig. 3).

= Sl existe dautres forces F; ne dépendant pas d'une éner-
gie potentielle, on peut écrire que la variation A dénergie meca-
nique entre & et , est égale au travail de ces forces F; entre 1
et 2 (A est négatif si le systeme perd de |'énergie.)

Q(Eg-i- Ep}1-2 = W(ﬁ )1-2

C'est le cas d'un corps soumis & [a force de frottement de I'air :
I'énergie mécanique diminue car W \F ;) =d 1

* On appelle ces forces ; forces conservatives.

SYSTEME ISOLE S={C}

Az

Position 1

Accélération de

instant (t;)
Position 2

Io

:O Y

il G_P & \ la pesanteur
1V -

instant (t,)
Cops(@) ~ YV N Plan de
ol — eSS
Terre (T) e référence
y X
"_,4—-— —— — >

Lorsque C passede 14a2:

u V, >V : I'énergie cinétique augmente
M z, <z :I'énergie potentielle diminue

(2) CONSERVATION DE L'E,,

601/7 Corps (C) masse m, moment
L W d'inertie Joy
1 > 15
O . Vv (10]
1 e ey 1 @ /"
—I ’ X —_
Zq f1 02 - LVQ
A
Zs Instant : 4 Instant 21> | I,
Position1:  Position 2:

1 1
Ek‘i: EJO,.miz-!—-g—m.Viz

E,y=m.g.z

1 il
E;'QEEJQ*-Q)EE-!*EH?.VEE
EH+Ep1 =Em+Ep2=cte

)

@ CONDITIONS INITIALES

Z A

Z

Déplacement de (C)

T (Masse m
connue)

Zp Iy
P_o_s_ition initiale

Vo= 0 : Vitesse nulle
Zz =z, Altitude connue

Emg=m.g-.zp
(connue)

** 1l s'agit d'un travail résistant,



228

EXEMPLE DE CALCUL :

Soit un pendule simple composé d'un fil de longueur #et d'une
particule A de masse m liée & 'extrémité du fil, I'autre extrémi-
té étant liée au support fixe en A. On écarte le pendule d'un angle
par rapport a la verticale. On appelle My, d'altitude z,, la position
initiale écartée de a, et M,, d'altitude z;, la position de M la
verticale de A On abandonne Men M, sans vitesse initiale.

Calculer la vitesse || Viw o)l au passage de Men My. (R,

est un repére galiléen li¢ & la terre.)

HYPOTHESES:

m  |amasse du fil est négligeable,

m |efil est inextensible et parfaiternent flexible”,

= |amasse Mest ponctuelle, la résistance de I'air est négligée.

SOLUTION :
Isoler le systéme (S) constitué par la masse ponctuelle (M) :

1° Recenser les aclions mécaniques s'exercant sur (M)

= Une force conservative découlant de Inergie potentiel-
le de pesanteur : le poids P de M.

= Une force non conservative développant un travail nul :
tension r du fil est constamment perpenduculalre au dépla-
cement d 7 , (dirigée selon la droite AM, AM Ld# ).
(Résistance de I'air négligée.)

2° Calculer I'énergie mécanique a la position initiale 0
L ‘énergie cinétique est - £,o=0 car V(umo/ ¢)=0
L'énergie potentielleest: £,p =M. g+ 2y, Eng=m. 7. 2.

3° Calculer I'énergie mécanigue a la position verticale 1

.
L'énergie cinétique est : £y, = ;— m. || Vimuzgll
L'énergie potentielle est: £,y =m. g. 2;.

TP e £
dol: £n =;— m || Vimragll +m.g.zi = Ex+En.

4° Ecrire le principe de la conservation de I'énergie
entre les 2 instants I, et t,

0+m.g.20= ;— m|| V{M1;9;_g)”2+ m.g.z

(| V)l “= 2.9-(20-2)
AH
0

Dans le triangle AHM,, on peut écrire © cos o=
d'ou: AH=/.00S o
et: Z,-2;=¢— £c0s a= £ (1-008 )

Lavitesse || V(w seg)l| S Ecrit :

V(M) = Y29/ (1-tos )

*Voir chapitre 1.

PENDULE SIMPLE

Fil (masse négligeable)

Position initiale O
(Instant 1)

/ VMD{"".U = 0

Corps ponctuel

/ (masse : m)
/

i‘i’fu

Ny
f—te=

Zp

Trajectoire de M
par rapport a g

it dl V|
Vﬂ'f.r"-l\n i

Femp

METHODE DE RESOLUTION

1¢ Isoler un systéme (S).

2° Faire le bilan des forces découlant de I'énergie potentielle

agissant sur (§).

3° Vérifier que les autres forces (forces aux liaisons, résistan-

ce de I'air ...) ne travaillent pas.

4° Calculer I'énergie mécanique 2 la position initiale 0 :
Epo+Eo=Emo

5° Calculer I'énergie mécanique a Ia position 1:
Epi+En=Em

6° Ecrire le théoréme de la conservation de I'énergie entre 1et2:
Emo=Em

7° Résoudre, calculer l'inconnue.




64 Hydrostatique

641 Fluide incompressible

Un fluide incompressible est un milieu matériel continu,
déformable, sans forme propre, capable de s’écouler ou
d’occuper la forme du récipient qui le contient et dont les
variations de volume sous de fortes variations de pression,
restent négligeables.

On classe, dans cette catégorie, les liguides : eau, huile, efc.

REMARQUES :
= Lamasse volumique d'un fluide incompressible reste constante.

Masse volumigue : p (kg/m ®) constante

V
8l=--v .&p
= 6

>

V  :volume initial (m?) ; A V= variation du volume (m3).
xe - coefficient de compressibilité (m2/N).
A p : variation de pression (Pa).

64 =2 Pression statique
en un point

La pression pen un point se calcule par 1a relation :

COEFFICIENT DE COMPRESSIBILITE ¥,
DES LIQUIDES
Eau Mercure
x5 (MZMN) 5 x 10-10 3,9 x 10-1
EXEMPLE :

Soit a déterminer la diminution de volume de 1 litre d'eau sous
20 bars.

Ona: AV __ ye.Ap
d 1
AV__55x10™ % 20 x10°=——
V 1000
Pour V=1 litre = 1000 cm3
AV=—1¢m3

Dans la plupart des calculs, on néglige cette variation de volume et
I'on considére que I'eau est incompressible.
Il en est de méme pour les huiles et I'ensemble des liquides.

MULTIPLICATEUR DE PRESSION (principe)

Frépartie unifoormément | Frépartie non uniformément

p=F/S p=dF/dS

p - pression (Pa ou N/m2).
dF - force élémentaire de F(N), normale a la surface.
dS: surface élémentaire de S(m?).

PROPRIETE :
La pression est identique dans toutes les directions autour du point.

REMARQUE
Autres unités de pression :
m e bar (bar) :

1 bar=10% Pa =0,1 N/mm2

w Hauteur d'eau ou hauteur de mercure (m). Voir § 64.34.

Cviind AT
@d =30

Cylindre secondaire
@D =150

Canalisation

On exerce une force F; sur le piston du cylindre pri-
maire ; il en résulte une force F, sur le piston du
secondaire.

F_Azky, g To Asba

pa =
S1 R.d12 Sz . 22

2
pa = ps (§64.31) = Fa = (ga) . Fi =25F4
1
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643 Equation fondamentale
de I’hydrostatique

64=31 Enoncé

La différence de pression entre deux points d’un ligui-
de en équilibre est égale au poids d’une colonne de ce
liquide, de section unité, ayant pour hauteur ia diffé-
rence de profondeur séparant ces deux points.

Ap=p.0.AR

pa-pg =p.g.(ha-hg)

P, Pg, A pen pascals (Pa).

p - masse volumique du liquide (kg/m3).
g accélération de la pesanteur (9,81 m/s2).
by, hg, Ah: différence de hauteur (m).

REMARQUE :

Si pp est une pression ambiante Py €t Py, UNE pression
MESures, On pose :

™ [, = pression absolueen A,

B AD= Py~ Pay =Dt Pression effective.

64w 32 Applications immédiates

EXEMPLE 1 :

On trouvera ci-contre le calcul des pressions statiques dans
une canalisation.

Généralement, dans les circuits hydrauliques des machines, les
faibles variations de hauteur, engendrent des varia-
tions de pressions souvent négligeables.

EXEMPLE2:

La surface libre dun liquide au repos est toujours plane et hori-
20ntale.

La pression est constante dans tout plan horizontal sifué & linte-
rieur du liquide (surface isobare).

(Appliquer l'équation fondamentale entre deux points de [a sur-
face horizontale.)

EXEMPLE 3 :

La surface de séparation de deux liquides non miscibles au
repos est plane et horizontale.

(Les masses volumiques p différentes imposent A f1=0 entre
deux points de la surface de séparation.)

DISTRIBUTION D'EAU
(Pars) A Altitude z (m)
J — - +25
4 T -IE\\
/ t1 | ha
0 .
S

7777 A A 7
Chéteau Circuit de Robinets
d'eau distribution

AP = P=Pamb = P.g. Ah
avec | p(eau) =1 kg/ dm’= 10° kg/m®
g =981 m/s?

Dol ;
pA- Pamb= 10°% 9,81 X (25-1)=2,35 10°Pa =235 bar
pe- parmb= 10°% 9,81 X (25-4)=2,06 % 10°Pa=2,06 bar
po- Pamb= 10°% 9,81 X (25-7)=1,77 x10°Pa=1,77 bar
REMARQUE :

Entre AetB,Az=3m

et pa-pe = 10° X981 xX(3)=294 x10°Pa=0,29 bar
(negligeable)

SURFACE LIQUIDES
DE NIVEAU NON MISCIBLES
Liquide 1 Liquide 2
— A B — — S
Bl Feemi 7‘)L -‘2*

: \\ ! B h
Surfaces isobares \ Surface de séparation
e 0 PE-PA=pP1.9.h

A~ PB =
Grp = Ah=0 pB-pPA =p2.G.h
p=li g p1#p2 = h=0




64w 33 Vases communicants

On utilise le principe des vases communicants pour repérer,
grace a un tube transparent relié & une cuve, la hauteur de liqui-
de contenu dans cette cuve. En effet, dans un méme liquide, les
surfaces soumises a la méme pression, sont dans le méme plan
horizontal (§ 64.32).

6434 Evaluation d’une pression
en hauteur de liquide

m Considérons un réservoir fermé contenant un liguide. Celui-
ci est soumis sur sa surface libre a une pression ambiante Py,
Relions ce réservoir 2 un tube dont Iautre extrémité est a ['air
libre.

L.a hauteur de liguide au dessus de la surface libre, dans le tube,
permet d'évaluer la pression qui régne dans le volume libre du
rEsenvolr.

Parb—Pam=p -G h

On pose :
P amb = Pam= P : pression effective

EXEMPLE :
La cuve contient du vin (densité 0,99) et on releve h=0,6 m.
pab—Pam=Pe =p-g.h
avec p =990 kg/m?

g =9,81m/s?

h =060m
Soit, une pression effective :

pe=5830Pa soit 0,058 bar

m Retournons un tube plein de liguide sur sa béche. Le liquide

descend dans le tube en créant un vide absolu et se stabilise 4 la
hauteur . Entre Aet B, on peut écrire :
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VASES COMwmUNICANTS

Event

/"

Patm = Pamb

s

P S i Va4

=i

- i Tube transparent

Lecture du
niveau dans
la cuve

Pamb

Pl P i

A
gt

I
o x

Ps P aim
g—0=p.g.h=>h-= =
i . p-9 p-g
RESULTATS :
Pression Hauteur
atmosphérique 'eau
normale (p <10%kg/m?)

Hauteur
de mercure

(p =13,6 x10%kg /m3)

h=10,33m

Pam=1,013 X10° Pa

h=76cm

PRESSION EN HAUTEUR DE LIQUIDE

®n Pression = 0

Echelie oblique
(plus detaillée)

&)

(p =0,8>10%kg /m3)

Hauteur
d'alcool

h=129m
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64 w4 Théoreme de Pascal

Dans un fluide incompressible au repos, toute variation de pression
en un point A engendre la méme variation de pression en tous points
B du fluide.

APPLICATION :

Soit le systeme constitué par le maitre cylindre et les cylindres de
frein d'un véhicule automobile. Des canalisations les relient et un
réservoir assure un remplissage exempt de poches d'air.

m Le principe Mastervac permet d'obtenir un freinage assisté : un
effort modéré sur fa pédale de frein se traduit par un effort plus
important sur le piston du maitre cylindre.

m Le maitre cylindre tandem permet de séparer le systéme de frei-
nage en deux circuits indépendants (obligatoire en France depuis
juillet 1976). En cas d'incident sur I'un des circuits, I'autre reste actif.

= Lapplication d'un effort supplémentaire AF sur la pédale de frein
engendre une augmentation Ap, de la pression aux sorties A, et A,.

m |l en résulte des variations de pression A pgaux points B,, B,,
B. et B, proches des cylindres de freins.”

CIRCUIT DE FREINAGE D'UNE AUTOMOBILE

PRINCIPE DE PASCAL LEGENDE
Effort sur la pédale Variation de pression 1 - Mastervac (assistance)
Apgsen Ajet A
okl s 2 - Maitre cylindre tandem
Variation de pression 3 - Réservoir
Apgen By, By, B3, By 5 - Flexible
Principe de Pascal ¥ - Etri in 4 di
P | Apa=Aps | 6 - Etrier fje f.reln a fllsque (avant)
: e —— 8 - Canalisation rigide
Cylindre de frein arriére : g - Correcteur dassiette
Bifip de i Fy=iApp. s 10 - Cable de frein & main
Gy inere e eyt 11 - Cylindre de frein a tambour
Fi=Apg. S4 y

*Voir calcul §64.2.

Reproduction autorisée : dessin BENDIX.



645 Théoréme d’Archimeéde

Tout corps plongé dans un liquide regoit de ce liquide une poussée
hydrostatique de bas en haut, égale au poids du volume de liquide
déplacé.

Cette poussée ne dépend donc pas de la nature de (S).

[Fell=p.g.V

p - masse volumique du liquide (kg/m?).
g : accélération de la pesanteur (m/s?).
V: volume du liquide déplacé (m3).

APPLICATION :

Soit un corps (S;) de poids P flottant sur un liquide (L).

Il regoit de ce liquide, des forces .fT . Ces mémes forces f:
agissent sur la forme (S") de liquide qui occuperait la place de
(S) en son absence.

EQUILIBRE DE (§") :
Cette portion de liquide est soumise & :
P—D
® 50N poids [ .ﬁ,f ] (G = centre de gravité de (S")),
6

m ['action du reste du liquide : forces f: perpendiculaires aux
surfaces. Ftant en équilibre « sous deux forces », la forme (S')
regoit donc du reste du liquide, une action mécanigue égale et
opposée a son poids.

64w 51 Densimétre (ou aréometre)

Densité = Masse du corps de densité inconnue
~ Masse du méme volume d’eau pure 4 4°

REMARQUE :
La masse volumique de |'eau pure & 4 °C valant
P = 1kg/dm3 , on peut aussi noler

Masse volumique du corps (kg/m3)
1kg/m®

Densilé =

La densité est un nombre sans dimension ; elle s'exprime donc
sans unite.

REMARQUE :
L.a mesure de la densité d'un liquide peut seffectuer & laide d'un
densimétre (ou aréometre). Cet instrument est un flotteur leste
dont la tige graduée s'enfonce plus ou moins selon la densité du
liquide dans lequel il est plongg.

THEOREME D'ARCHIMEDE

Corps flottant (S)

Pamb
Liquide (L)
F!Oidsdueurpa = Poussée hydrostatique
Forme(S') ﬁ;;} | Centre de gravité de (S')
E
"' (
= RS
f . AT Fp: résultante
h e des f; sur (S)
-R
i ou (S")
Poids du volume | Poussée
de liquide déplacé | hydrostatique
Poids Poussée Poids du volume
du corps | = | hydrostatique | = du liquide deplacé
1Pl IFe IPell
DENSIMETRE OU AREOMETRE

Echelle graduée

s ‘
Grenaille de plomb
(lest) \\Q

Liquide Ligquide
de densité de densité
inférieure a supérieure a

celle de I'eau celle de I'eau
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64= 52 Flotteur de mécanisme

ANALYSE :

Pour la chasse d'eau considérée, le systéme de fermeture d'arri-
vée d'sau au réservoir est réalisé pour 'essentiel d'un flotteur 2
en polystyréne expansé, vissé sur un tube de liaison 3 en PVC.
Ce tube coulisse, gréce a un jeu radial conséguent (3 mm),
le long du corps 1 en entrainant le levier 4 de fermeture de
l'orifice de mise  la pression atmaosphérique.

En réglant Ia position du flotteur 2, sur le tube 3, on agit sur la
hauteur d'eau maximale dans le réservoir.

APPLICATION :

= Données et hypotheses :

Le tube 3 peut étre modeélisé par un cylindre :

@ d=30mm; & D=50 mm ; H=200 mm.

Le flotteur 2 correspond a un cylindre ;

@ d'=50mm; & D'=70 mm ; H'=50 mm.

L'ensemble a une masse de 120 grammes.

En vissant le flotieur de fagon & ce que sa face supérieure
affleure celle du cylindre 3, on constate que I'eau dans le réser-
voir sarréte a mi-hauteur de ce polystyrene lorsque cesse le
remplissage.

Calculer I'action du flotteur sur I'axe du levier 4.

= Solution :

Il suffit d'appliquer le théoréme d'Archiméde lorsque cesse le
remplissage.

Volume d'eau déplacé -
- Tpt_g?. (H-HY + m(p2- g H
V=20~ d). 2)+4(D d).2

En remplagant par les valeurs respectives, on trouve :
V=267 x 10°mm3 soit V= 0,267 dm®
Le poids du volume d'eau déplacé est donc :

P=M.g=p.V.gavec p =1kg/dm et g = 9,81 m/s?.

D'otl I'effort exercé sur le levier 4 -
F=P-Pr=262-12 soit F=14N.

FLOTTEUR DE wIECANISME DE CHASSE D'EAU
SANITAIRE

Pamp © VOIr Nota précédent (résultante nulle)
Réservoir

Obturateur 4

Flotteur 2 ¥

e P A AT A 5 T A

Tube fileté 3

©d o =
oD-0d =i F(Forqe recue
oD du levier)
AN \" /
7 N vE N
/ N-— | .
%Nt = :"% =
7\ 7
N N
-“"‘“”;:ﬁ

e

Pg : poids de I'ensembile flotteur (P =m . g)

e ——




65 Cinématique

des fluides incompressibles

65a1 Description d’un écoulement

En injectant dans le fluide des produits colorés de densités voisines,
on peut visualiser les mouvements des particules élémentaires.

= Trajectoire :
Courbe décrite par une particule au cours du temps. Le vecteur-
vitesse est tangent 2 cette frajectoire.

= Ligne de courant :

Courbe tangente aux vecteurs-vitesses des particules de fluide. Elle
donne une image des directions des vecteurs-vitesses a un instant
donné.

= Ecoulement permanent :
Les particules situées sur une trajectoire particuliére, continuent de
décrire cette trajectoire au cours du temps. Elles passent toutes & la
méme vitesse en un point particulier. Les trajectoires se confondent
alors avec les lignes de courant.

m Ecoulement perturbé :

Les particules changent de trajectoire au cours du temps. La vitesse
de passage en un point varie. Les trajectoires se distinguent alors des
lignes de courant.

= Ecoulement laminaire :

Les particules suivent des trajectoires sensiblement paralieles aux
parois de la canalisation. Le nombre de Reynolds (§ 65.3) permet de
metire cet écoulement en évidence.

= Ecoulement turbulent :

Les particules suivent des trajectoires eratiques par rapport aux
parois : on dit qu'il existe des turbulences. Le nombre de Reynolds
(§ 65.3) le met en évidence.

= Ecoulement intermittent :
Il cesse et reprend de temps a autre.

= Ecoulement fluide :

Le frottement est négligeable entre :

— les particules,

— particules et parois.

Dans une section droite de la canalisation, toutes les particules ont
une méme vitesse (ou célérité Cen m/s).

= Ecoulement visqueux :

Le frottement ne peut étre négligé entre :

— les particules,

— particules et parois,

Dans une section droite de la canalisation, la vitesse des particules
n'est plus uniforme.

DIVERS TYPES D'ECOULEMENTS

Ecoulement

1111111111111

222 | fluide

(eau dans une
canalisation lisse)

Lignes de courant

o S e i A S S T TE A

Ecoulement

Ecoulement turbulent

~_Ecoulement laminaire

visqueux
(coulée d'une
matiére

Y

plastique)
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65=2 Viscosité

65=21 Viscosité dynamique u

L'expérience de Couette permet de la déterminer :

m Enire deux cylindres coaxiaux de rayons voising, on place un
fluice et I'on entraine le cylindre extérieur en rotation.

m On mesure un couple sur le cylindre intérieur qui se trouve,
par conséquent, soumnis au frotiement du fluide.

m Comme eest faible devant r, on peut schématiser I'expérience
par deux plans (C1) et (C5) de surface S=2 rr.h, distants
de e, avec (C1) se déplagantd C = w.r(m/s).

m Sur (C5) apparait donc une force F paralléle a ce plan, due
aux frottements dans le fluide.

m Tant que  reste inférieur @ une valeur critique, on releve
alors une relation entre Fet les divers parametres :

s.c

F=pm. 5

- force tangentielle (N).

- viscosité dynamique (Pa.s).

- surface mouillée (m?).

- CElérité ou vitesse relative (mys).
: distance entre les surfaces (m).

Cet effet, dii & la viscosité, est mis & profit dans les coupleurs et
convertisseurs de couples.

> S hhE T

65222 Viscosité cinématique v

Elle se déduit de la viscosité dynamique et de la masse volu-
mique du fluide par la relation :

M
v=—
P

v - viscosité cinématique (m%s).
J : viscosité dynamique (Pa . s).
p - masse volumigue du fluide (kg/m?).

EXPERIENCE NE COUETTE

A 'l i L i

8.

C'y Mise en rotation

w.r{m/s)

| s

¥ = F(fuide/C")
A .

COUPLEUR DE COUPLE

Fluide
entrainé =
par les pales
motrices

Fldide entrainant
les pales réceptrices

Arbre
récepteur

Arbre
moteur

Produit (masse volumique) a 20 °C sous 1 bar

g (Pa.s) v (m?fs)

Eau (1kg/dm?)

1073 10-6

Huile de graissage (0,9 kg/dm?®) de viscosité moyenne

0274035 11 %1073 239 x 1074

Huile de graissage (0.9 kg/dm®) de viscosité fluide

0,085 95 x 1073




653 Nombre de Reynolds R

Ce nombre,sans dimension, permet de prévoir le type d'écoulement
dans une conduite.

@=c.4
%4

- nombre de Reynolds (sans dimension).

- célérité (vitesse) du fluide dans la conduite (mys).
: diametre de la conduite (m).

- viscosité cinématique fluide (m2/s).

< Qa o®

EXEMPLE 1

De I'huile ayartt pour viscosité cinématique v=4 X 10-4m?/s
circule dans une candlisation de @ d = 20 mm.

Calculer le débit volume maximal de cette huile pour que
’écoulement reste laminaire.

@d=20mm

ra - r ra ra ra

4. < 2300 : écoulement laminaire
4> 3000 : écoulement turbulent
@® e (2300, 3000) : on ne peut rien dire

Huile
(v=4 x 10" m%s)

65=4 Débits

m Débit volume g, (M¥/s).
Volume de liguide qui traverse une section en une seconde.

0,=8.C

g, : débit volume (m3s).

S - section de passage (m2).

C : chlérité (vitesse) de passage du fluide (m/s).

m Débit masse g,, (ka/s).

Masse de fluide traversant une section en une seconde.

Om=p -4

q,, . débit masse (kg/s).
p : masse volumigue du fluide (kg/m3).
g, : débit volume du fluide (m3/s).

65=5 Equation de continuité

Lors d’'un écoulement continu, le débit est identique en toutes sec-
tions droites de la conduite.

q,=31.(31=32.ﬂg

q, . débit volume (ms).

S, + section de passage dans Iz section 1 (m2).

S, - section de passage dans la section 2 (m?).

C; : vitesse (célérité) de passage dans la section 1 (m/s).
C, : vitesse (cElérité) de passage dans la section 2 (m/s).

REMARQUE :
La vitesse augmente lorsque la section diminue. .

Pour que I'écoulement reste laminaire, il faut que :

R-0.9 < 2300
v

soit - C <2300 avec |v =4 x10*m%s
d d=2x10"%m
donc : C < 46m/s

On en déduit le débit maximal :

2
qv=8x0=i£ x@ %1079 x46=1,445 x10?m%s

qv = 14,45/ /s = 867 ¢ /min

EXEMPLE 2
Un fluide circule dans une canalisation de diamétre d a la
vitesse C =10 m/s.
Cette canalisation se réduit localement ad’=0,5d.
Exprimer la vitesse C’ dans le rétrécissement en fonction de
C,detd.

Od=2d ad'

B
/

S.Cc=8'.C'wd?.Cc=d'?.C

2
donc C'=C(Q) =Cx2?
d(

C' = 40m/s
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66 Dynamique
des fluides

incompressibles

661 Théoreme d’Euler ou

des quantités de mouvement

Ce théoréme établit une relation entre les éléments cinématiques
d'un fluide et les efforts qui lui sont appliqués.

La somme vectorielle des forces appliquées & un trongon de
fluide en écoulement permanent est égale au produit du débit
massique par la différence vectorielle des vitesses du fluide en
aval et en amont de ce trongon.

EF—Eﬂ:Qm"Q‘ﬁ'

3 Fext - somme vectorielle des forces extérieures appliquées
a un trongon de fluide isolé (N).

G, - débit massique du fluide (ka/s).

52’ : vitesse vectorielle du fluide a 'aval (m/s).

C, :vitessevectorielle du fiuide 2 'amont (m/s).

REMARQLE :
Les particules de fluide (assimilables a de petites sphéres
indépendantes, en mouvement) sont extrémement mobiles : un
effort trés petit suffit & les déplacer. Par conséquent, tant que
le fluide n'est pas emprisonné dans une canalisation par
exemple, il régne au sein du fluide une pression égale a la
pression ambiante extérieure a I'écoulement. Les efforts dus a
cette pression ambiante s'annulent mutuellement.

EXEMPLE (jet d'eau Sur une plaque) :
= Enappliquant le théoréme d'Euler au volume de fluide situé
entre la sortie de la buge gt la plague L
F=q,(C-Cy).
m En projection sur I'axe (0, '), on obtient :

F.y =Fy=—q,.C;.c08aa=—p.q,.Ci.C08 .
Comme Cq=gq,/s: Fy=(— p.qZ.cosa)fs.
L'action mutuelle de I'eau sur la plaque s'en déduit :

Fy=(+ p.q2.cosa)is.
m Pour la position déquilibre de la plague, la somme des
moments par rapport & (0, Z) est nulle ;
F'y.hicos e = Mg. €/2.sin e .
m Dol sina=(p.q?.h)/(S.Mg.¢€/2)
on trouve : o=487°.

THEOREME D'FULER
Masse de fluide Masse de fluide
qui pénétre dans _ qui sort de ABCD
ABCD pendantdt (s) | pendant dt (s)
= Qpy - dt (kg) = qp, - dt (kg)
iz
Volume 1
Veine 1_45(?9 .
fluide } isole Cz
[ A
il =y —
—eiC1 —
. Plaque
_ e déflectrice
B

En projections, on obtient :

surx:x=q,, (C,.cos a-C)

sury:y=q,.C,.sina

R (x, y) : résultante de la plaque déflectrice sur le fluide

JET D'EAU SUR UNE PLAQUE ARTICULEE

Fy

\ Verticale
ascendante

@d=10mm Volume
S=mx25x10%m? isolé
Plague Eau
04 = €% p=103kg/m?
£=06m g,=2x10"*m3s
Masse M = 1kg h=05m
Pivot parfait en 0 Zd=10

{Volume d'eau isolé de poids négligeable )



66«2 Equation de Bernoulli
Considérons une machine (pompe ou turbing) qui échange de
['énergie avec un fluide. D'une fagon générale, on peut dire que
cette énergie Se conserve méme Si elle se transforme :

AW, = AE, + AE, + AE, + Aly,
A A A A A
Energie | Variation | Varialion | Variation | Energie
échangée | d'énergie | d'émergie | d'énergie | inulilisable
entre fivide | polentielle | cinétigue | potentielle | perlesde
et maghine | de pression d'altitude charge

= Convention de signe

A W,_,> 0: Le fluide recoit de I'énergie de la machine ; il Sagit
donc d'une pompe.

A Wy, <0 Le fluide fournit de 'énergie & la machine ; il Sagit
alors d'une turbine.

m AEp=pr. S2. AL2—r. Si1. A
(Variation des travaux des forces p, S, et p, S, de pression.)
Mais S, . A#2=5 . A ¢ (équation de continuite)

~A.v- 1 (volume massique pour 1 kg)
p

Donc A Ep=8-2;¢ pour 1 kg de fluide.

2 2
m A Ek=;_m.cz2—%.m.c12: = z—cipowikg;

m AE'p=m.g.2 - m.g.z=g(z—2)pour 1kg;

® Ay, dépend des conditions de I'€coulement (§ 67).
En définitive, I'équation de Bernoulli s'écrit :

p-m € 2"~ €1

AWz = + 0(22—21) + Adr-2

A Wiset A Jis endfkg,

poet prenPa, p enkg/m?®,

Coet C1enmfs,

Zoet zyenm,

genmy/s?.

REMARQUE :

Ecoulement dans une conduite (sans machine) : A Wy, =0

p2—h . I Pl

» 5 + gz —23) + A J12=0

EQUATION DE BERNOULLI

m = 1kg de fluide

W,z (J/kg)
S5 (m?)

E
1kg de fluide 5
1
S (m?) 5
p, (Pa)

IC;1; 1ol en m/s

AUTRES FORMES DE L’EQUATION

m Entermes de pression :
il suffit de multiplier chaque terme par la masse volumigue p du
fluide :

A W1 of=|p2- 1|+ %1 6 C1%)|+|p- glze- 21)| +}adr-2

pa ko m:_ kg N Pa

Jd kg _N kg omo N
kg 'm® m2 mi's2 m?
(voir aussi § 72.7)

w Enhauteur de liquide transporté :

il suffit de diviser chaque terme par I'accélération g de la pesanteur :

2 2
AWz |=|P2=P +£—2-01 +| 22— 21 | 4| Ady-2
p-g 2g
N md & m? 8 _m m
m? kg m 2 m
J ¢ Nmg K.mms
kgum kg om 82 lkg m
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66m3 Applications

66w 31 Calcul d’une pompe
Une pompe, située 2 m au-dessus d'un bassin d'alimentation, doit
elever de I'eau dans un chateau d'eau dont le niveau est a 40 m.
Elle doit débiter 30 €/s gréce a des canalisations de & d = 100 mm.
On estime les pertes de charge a 0,1 m par mélre de denivelée.
Calculer :
1° La vitesse du fluide dans la canalisation.
2° |a puissance minimale de la pompe.
3° Les pressions a I'entrée et a la sortie de la pompe

P = 10°Pa.
HYPOTHESE :
Les niveaux du bassin d'alimentation et du chéteau d'eau restent
constants.

SOLUTION :

1° Vitesse du fluide dans le circuit
q
g,=S.C (§655) = C= ?“

g,=30€/s=30x 103 m%s

= C=382m/s.
s = 7% 502 x 108 m?

REMARQUE :

_ 3@ xi’!
1076

L'6coulement est turbulent dans le conduit.

R =382x10° (§65.3).

2° Puissance de la pompe
Appliquer I'équation de Bernoulli (§ 66.2) entre les points 0 et 3 :
P3—Po
p
P3=Po= Pamb s
Cq=Co=0 (fluide immobile hors-du conduit) ;
Jp3=01x40=4m deau sajoutanta z3 — z;.
livient: W4 = 9,81 (40 + 4) = 432 J/kg .

La puissance de la pompe se calcule par :

Wos =

1
+§‘(C§_ Cg) + g(Z3 = Zﬁ) + J0_3.

P=Wyz-0p
ol
Im=P-Gy

P=1432 x30=1,295 x 10°W = 12,95 kW .

CALCUL D'UNE POMPE
S e i A
Chateau d'eau
£
o
(]
Pompe Négligeable
2
A
P
v
Bassin 1

d'alimentation l

ﬁ—-——-——- ——— A — i
A ' (4} [

3° Pressions

m Pression a l'entrée de la pompe
Entre les points O et 1, il 'y a pas d'échange de travail :
P1— Py
p
py = valeur cherchée.
p =10%kg/m? (eav).
Po = Pamp = 10° (pression ambiare).

1
0= 4 E{cﬁ — G2+ gizy — 2g) + Jpa.

G f, 5= 3,82 m/s.
Co =0 dans le bassin d'alimentation.
24— Ip= 2m.

Jo4=01x2=02mdeau.
Onobtient:  pq= 0,711 x 10° Pa = 0,7 bar .

Une pression, plus faible & l'entrée de la pompe explique la montée
de l'eau.

m Pression a la sortie de la pompe

Entre les points 2 et 3, il n'y a pas d'échange de travail :
P3— P2

p

py = 10°Pa dans le chateau d'eau.

€3 =0 surla surface libre.

Cg =3,82mfs.

Z3—Zo=38m et Jyz=38m.

Onobtient: ~ p, = 5,03 x 10° Pa = 50,3 bar .

0=

1
+ E{Cg = Cg) + glz3—75) + Jog.



66w 32 Calcul d’une turbine

On veut prédéterminer une installation hydraulique de 1 GW située
entre deux plans d'eau. Les aftitudes different de 420 m. On peut esti-
mer que les pertes de charge correspondent & 1/7 de I'énergie dis-
ponible. Les trois canalisations auront un diamétre d= 3 m.

1 Calculer 'énergie disponible sur l'installation de turbinage.

2° Pour un écoulement laminaire, combien faudrait-il prévoir de
conduites en parallele ?

3° Enlimitant & trois conduites et en considérant que les pertes de
charge se produisent essentiellement avant les turbines, calculer la
pression a l'entrée des turbines.

SOLUTION :

1° Energie disponible

Appliquons le théoréme de Bernoulli entre les points 1 et 4 :
o = BB L 02 -00) g2

=g(z4—2;) car py=p, 6t Cy=C1=0
APPLICATION NUMERIQUE :
g=981m/s?; z,—zy=—420 ;. Wy4=—4120J/kg
(négatif car le fluide cede du travail - § 66.2).
Les pertes de charge sélévent donc a:
L'installation dispose d'une énergie Utile :

W, 4, =4120-589=3531 J/kg

2° Nombre de conduites pour un écoulement laminaire
Il faut que R < 2300 (§65.3)
0v

&R;M et C:g_r=§§‘ﬂ.=_4_’_
v S T.v

On connait la puissance de l'installation :

P=Wi4u.Gmn= Qn= Wf#u

Avec P=109W et W,,,=3531J/kg:
gm= 283 x10°ka/s
L'ensemble des nconduites doit avoir un débit volume :
g'v=n.qy= 283m3s
Un écoulement laminaire nécessite :

4 9y 93000
K.V ”cd

4.q'
m.v.dx2300
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CALCUL D'UNE TURBINE
A z(m)
Z-| 1
oL _2'
e A\ | e
gy =283mYs
-6
v =107m%5) = n 552000
d =3m

3° Pression a I'entrée des turbines
Avec trois conduites, I'écoulement sera turbulent.
Vitesse de I'eau dans une conduite :
gv=S.C=C=0./5 (§655)
g, =283/3=944m3fs
S=nX 1,52=?m2
Appliquer le théoréme de Bernoulli entre les points 1 et 3 (pas
d'échange) :
0= BB 168 -0 ts= 2 g

= 0=1335m/s

py =1,013 x 105Pa g =981 m/s?
Cy =1335m/s ;-7 =—420m
¢y =0 Jiz  =589Jkg

Dot : p3=3.54 x 106 Pa = 35,4 bar
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67 Pertes de Charges PERTES DE CHARGES REGULIERES

Elles résultent dune transformation d'une partie de [I'énergie en
chaleur, non récupérable.
On distingue les pertes de charges réguligres et singuliéres.

67w1 Pertes de charges
régulieres
Elles se produisent le long des conduits rectilignes par frottement du

fluide sur des parois plus ou meins rUgUeuSes.
Elles varient selon le type d'écoulement.

67w2 Pertes de charges
singulieres

Elles se situent dans certaines sections présentant des variations
brutales dans la conduite du fluide.

AJugBo.L
2d @ d (m)
I A 4 ..4:- i & £ h . &
_-_p-C
e L (m) .
Ecoulement Ecoulement
laminaire turbulent
@ <10% (§ 65.1)
2 64 T
R (100R)>#

Pour R >10°, il existe des abagues.

NOTATIONS ET UNITES : Jen J/kg ; C, et C,enm/s ; zen ° ; R : nombre de Reynolds (§ 65.3)
Divergent (diffuseur) Elargissement brusque Arrivée d'une conduite Rétrécissement progressif
- A
I | ____ r _
- e . .
C1 CFI——J—.- C‘I C‘I ,81 202
C2.8; 1 2 F
a<10°:J=~0 Jas(-éq).sma.cg
a>70° :J~04.Cq2 v 251055:90"
NG lAEI 3 m(1 ) Sﬂr - _C12 J~054.C,2 J m(E_ 1 ) .C2 si a>90
entre 10 et 70° S22 oll C=0,63+0,37 ( S2/Sy)°
Rétrécissement brusque Entrée d'une conduite
T C3.5; :':_—C_:__/-I =g e
> —— -— ’ > = e
: ] ]
- (NS | e | IS
= o : section C. Ca C
C1.5 contractée
2 2
2f :-:(1_ -1 ) ; C_2 5 g
c 2 el g J~CZ
J= 0o/ Sz lorsque R ~ 2 4
Changement de direction Soupape
L | Y
H.I,...H..-- —\&*’ - - a\\&" == - —e
T
- 4
@d] ©rS r_f\ @d] & 2 ;:::% ‘ E::::
s
a8 o -2 . B ek 6
J=|0,134+1,85 (_) & o J:(sn G dete) B J~Cy2
2r 180 2 2 2




68 Transfert
de chaleur

68wl Principe de I’équilibre
thermique
A I'équilibre, deux corps en contact thermigue (qui ont donc
toutes possibilités d'échanger de la chaleur), atteignent une
méme température.
L'énergie existant sous forme de chaleur, s'exprime en joules (J).
Unités anciennes : la calorie (1cal = 4,18.J),

|a frigorie (1 frigorie = — 1 cal),

[a thermie (1 thermie = 4 180 kJ).
Ce principe est mis en pratique avec les thermométres.

68s2 Echelles de températures

6821 Echelles thermométriques

Elles permettent de comparer des températures sans toutefois
pouvoir les mesurer ; grandeurs repérables. Elles établissent
une correspondance entre un phénoméne physique mesurable
¥ qui évolue avec la température @ selon une loi de la forme
x=a@+ b. xsappelle alors grandeur thermomeétrigue -

® Volume apparent d'une cerfaine masse de liquide dans un
tube de verre (alcool, mercure...).

m Pression d'une masse gazeuse évoluant dans un volume
constant.

On calcule les constantes et b en choisissant deux tempéra-
tures conventionnelles :

Pression Echelles de températures 6

atmospherique | Celsiusou | Réaumur | Fahrenheit
normale Centisémale

Glace fondante 0.°C 0°R 32°F

Vapeur d'eau 100°C | 80°R | 212°F

bouillante

68=22 Echelle thermodynamique*
w Elle permet de comparer et mesurer des températures.

m Flle définit une température absolue 7 proportionnelle
a la pression, a volume constant, d'un gaz parfait.
w Elle se déduit de I'échelle Celsius par la relation :

T~ 0+ 273
Degré kelvin (K) A A Degré Celsius (°C)
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GRANDE' '‘RS REPERABLES
GRANDEURS MESURABLES

Paul Claude Jacques
1,80 m 1,60 m 1,40 m

Y

v

E“
' [ oy y

0,60 m
0,80 m

Balustrade /

La taille des personnages dont on ne voit pas les pieds est une
grandeur repérable & partir du sommet de la balustrade.

Cette référence est arbitraire au méme fitre que le 0 °C des
températures.

On peut comparer :
Paul est plus grand que Claude, etc.

On ne peut calculer :
0,80 = 2 x 0,40 = Paul deux fois plus grand que Jacques est faux !

A partir du sol, référence commune aux frois personnages (comme
le 0 K o0 tous les gaz ont une énergie nulle), 1a taille devient une
grandeur mesurable. On peut comparer et mesurer :

Paul est }g fois plus grand que Claude. ..

DEVINETTE

Quel est le double de la température 20 °C ?

"Jo €€ V0P 183 J, 0 90 B1ANOP 8]

M98G = N€6¢ X ¢

NE6 = Jo 0¢ e

'SaN|0SqE SaIneIadle) sap Jns anb S|naje Sap Jenidaye nad au uQ

*NOILN10S

* Ou absolue.
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68w3 Capacité thermique
massique *C
La capacité thermique massique est la quantité de chaleur nécessaire

pour Elever de 1 °C (ou 1 K), la température de 1 kg d'un corps, sans
modification de sa nature.

Par exemple, chauffer du métal ou de I'esau mais ne pas faire fondre
de la glace.

AQ=m.C.A6

AQ : quantité de chaleur échangée (J ).

- masse du corps (kg).
C  : capacité thermique massique (J/ kg. K).
A6 : variation de température (°C ou K).

REMARQUES

® ( dépend de la température ; toutefois, on peut utiliser des
valeurs moyennes (voir tableau).

® Pour un gaz, on distingue :

C,, = capacité thermique massique a pression constante,

C, = capacité thermique massique & volume constant.
(Pour 1 kg ou 1 kmole = 1000 molécules de gaz.)

68w4 Capacité thermique
massique de fusion

La capacité thermique massique de fusion est |a quantité de chaleur
nécessaire pour faire passer 1kg d'un corps donné de I'état solide a
'état liquide.

m (Cette transformation est isotherme (& température constante).

® Les corps augmentent de volume en fondant exceptée la glace,
la fonte, I'argent et le bismuth.

68m5 Capacité thermique
massique de vaporisation C,

La capacité thermique massique de vaporisation est la quantité
de chaleur nécessaire pour faire passer 1 kg d'un corps, de I'état
liquide a I'état gazeux (en vapeur saturante).

m (Cette transformation est isotherme (a température constante).

= (Quelques corps passent directement de ['éfal solide a ['éfat
gazeux (exemple : naphtaline) ; ils subissent alors une sublimation.
* |'expression « chaleur massique », d'emploi courant, est déconseillée.

APPLICATION :

Un véhicule de masse m = 950 kg roule a 90 km/h. Il freine pendant
25 s jusqua l'arrét.

En admettant que :

m 2/3 de I'nergie dissipée échauffe les freins tandis que le reste
sévacue par ventilation,

= |es disques de freins peuvent &tre assimilés thermiguement dans
leur ensemble @ un bloc de 1,3 kg de fonte.

Calculer 'échauffement des freins.

SOLUTION :

Appliquer le théoreme de I'énergie cinétique (chapitre 62) entre
le début et la fin de freinage :

90 x 103
3600

2
AEk=%m.v2=%><950x( )=29m.

Energie conservée par les freins ;
AQ =297 x%: 198 kJ
AQ=m.C.A8
o e BB
dou: A6= r
C = 530 J/(kg.K) (tableau).
198 x 10°

Ontrouve: A6 =

CAPACITES THERMIQUES (valeurs moyennes)
om | | G |
Acier 470 2 x10°
Aluminium 95 | 38x10°
Cuivre 394 1,7 x 105
Eau (glace) 2 090 33 % 10°
Fau (liquide) 4180 2.2 x 105
Fonte 530 1,3 x 10°
Laiton 385 17 % 10°
Zin 380 12 x 10°




68u6 Transfert par conduction

Les matériaux ont la propri€té de transmetire la chaleur d'un
point & un autre de leur matiére. On définit un coefficient de
conductivité thermique A par la relation :

P : puissance échangée (W).

A @ : quantité de chaleur échangée 0 (J).

At - durée de I'éichange (s).

A - coefficient de conductivité thermique (W.m~".K™"),
S - surface d'échange (m?).

A# : différence de température (°C ou K).

e épaisseur de paroi (m).

m Cefransfert s'effectue de la zone chaude vers la zong froide.

m Lapuissance de transfert est directement proportionnelle a A.
On peut ainsi distinguer les conducteurs thermiques et les iso-
lants (voir tableau).

68a7 Transfert par convection

m L'échauffernent local d'un fluide modifie sa masse volumique
a cet endroit. Cela engendre des courants de convection prove-
quant un déplacement de la zone chaude, donc un transport de
chaleur.

m On définit un coefficient de convection h.

a0

P="— =h,.5.A8
At

h, sexprime en W m=2.K~",
m La convection se produit aussi dans les solides.

Epaisseur
Matériau (cm) 2 12 25
Béton h.=34 | h, =23
Bois h,=38 | h, =17
Brique rouge h, =29 | h, =2

Fenétre simple vitrage (e = 4mm) : h, =58

Fenétre double vitrage (4 — 20 — 4) : h, =29

Bons conducteurs Cuivre Aluminium
thermiques
AW.m1.K-Y) fipe il
Conducteurs thermigues Fonte Acier moulé
moyens '
AW .m-1.K) b 6,5
Mauvais conducteurs Caoulchouc | Bois | Liége
thermiques (isolants)
AW.m™1.K) 0,25 0,15 | 0,04
RADIATEUR EN FONTE

T '
; ) Eaua 70 °C

Paroi d'épaisseur

O

=
b 25
S ‘EEE / mm
) Piéce 220 °C
x| ( ) oy
K \Q\J\u U W 20ééments
Calcul de la puissance dissipable :
P =488 0,8x0,08x2x20x—20__
) 2,5.10
=2 500 kW .
DOUBLES VITRAGES

Un pavillon chauffé 2 20 °C est formé de 120 m? de murs en béton
ayant 25 cm d'épaisseur et de 25 m? de surface virée.

En admettant que I'ensemble des perditions de chaleur s'effectué par
ces surfaces, calculer I'économie réalisée en prévoyant des doubles
vitrages, lorsqu'il fait 0 °C & |'extérieur.

APPLICATION :

Puissance perdue avec des fenétres simples :
Py=23%x120x20+58Xx25x 20 =8420W .

Puissance perdue avec des doubles vitrages :
Po=23X120x20+293x 25X 20=6970W.

Soit un gain de 20,8 %.
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68w8 Transfert par rayonnement

Un corps & la température absolue T rayonne un courant de
chaleur dans un milieu & a température absolue T, selon une
loi de la forme :

AQ Y 1.
P=ar =5 [( 100 ) B ( 100 ) ]
P : puissance rayonnée, en watt (W).
AQ : quantité de chaleur rayonnée, en joules (J).
At : durée de rayonnement en secondes (s).
h, :constante de rayonnement de I'émetteur (W.m~2.K ™).
S, - surface d'émission, en métre carré (m?).
Ty :température du corps émetteur (K).
T, :température du récepteur (K).

= EXEMPLE

La porte vitrée d'un four de cuisiniére a une surface de 20 dm?
Quelle puissance dissipe-t-elle dans une piéce & 20 °C lors-
qu'elle est portée a 180 °C ?

m SOLUTION:
II' suffit d'appliquer la relation précédente, soit :

180 +273\* (20 +273)*
w) (M) |

P=5,2x(20><10‘2)><[(
= 361W.

69 Contraintes
thermiques

w L'échauffement d'un matériau provoque une vibration de ses
atomes autour de leurs positions d'équilibre. I subit alors une
dilatation thermique.

m Une piece de longueur ;" initiale, chaufiée a A6 °C s'allonge
linéairement selon la loi -

£=£(1+a,.A0)

¢ :longueur a chaud (mm).

£, : longueur initiale (mm)*,

a, - coefficient de dilatation lingique (°C " ou K 7).

A0 : élévation de température (°C ou K).

Une température homogéne n'entraine pas de contraintes ther-
miques contrairement @ une température variable a |'intérieur
de la piece.

Une poutre dont on géne 1a libre dilatation subit une contrainte.

CONSTANTES DE RAYONNEMENT &, (W.m~2.K~*4)
Aluminium poli 0.4
Aluminium mat 03
Bois 51
Cuivre 023 )
Eau 37

| Glace 35
Verre 52

RAYONNEMENT D'UNE VITRE DE PORTE DE FOUR

g Vitre chauffée
Milieu ambiant < 4&” a180 °C
420 °C (initial) %

-
Porte de four /@

COEFFICIENT DE DILATATION LINEIQUE a, (°C~1 K1)
Acier 12%x10°8
Aluminium 238 % 10°®
Cuivre 16,5 x 10 °
Fante 105 x 10~°
Invar (36 % Ni ; 64 % Fe) 15x 1076
POUTRE ENCASTREE CHAUFFEE
Acier E (acier) = 2 % 10° MPa
;/"/ A ¥ B %
v Z
fp=100mm

A 20 °C, la poutre n'est soumise a aucune contrainte
Calculer la contrainte & 70 °C.

SOLUTION
F;)l F doit raccourcir
la poutre de A¢:
a= E=E-_ﬁf_ :E.ﬂ[‘ﬂ,.ﬂ
iR

0=2X%x10°x12x10°% X 50 =120 MPa (N/mm?)

* En toute rigueur, €, est la longueur & 0 °C mais I'approximation 2 une température différente est souvent acceptable.
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70 Grandeurs et unités I

70w1 Principe de base MULTIPLES ET SOUS-MULTIPLES
Une grandeur qualifie qualitativernent et quantitativement un phé- Facteur Préfixe Symbole
NOMENe ou LN COrpS. L exa E
) e o 10% pela P
Le symbole d'une grandeur doit étre imprimé en caractére italique 0% s T
(penché), sans point final autre que celui de la ponctuation norma- 10 giga G
le du texte ou il s'insére. 10 méga M
10 kilo k
EXEMPLES : C £y, ... 107 hecto h
Les symboles des unités et des préfixes associés ne doivent pas éire 10 i da
allérés - pas de majuscule 2 la place de minuscules, de letire latine ::: ::; :
ala place de Igtlre grgcque et réciproguement. P — =
Ecrire par exemple ' Ne pas écrire 10 micro u
108 nano n
kg “KQEJ kilog ou Iigr.}lf-r 102 pico p
km Km ou WMM, etc. 1015 femto {
Couk _ ﬂ{pnur’tﬁfﬂ mnmératurm; 10-18 atto a
T70m2 UNITES, MULTIPLES ET SOUS-MULTIPLES USUELS
Grandeurs et symboles | Unités S.1. Multiples et | Autres unités Observations
sous-multiples usuelles
Angle plan mrad fr{tour) 1tr=2 rrad
a B y6 e urad °{degré) Ne pas écrire X
elc. 1o (radien) '(minute) Ne pas &ﬂmm,{m.
*(seconde) Ne pas écrire sp¢, $,....
Longuewr /L km
Largeur b hm 1in=2,54 cm (unité anglo-saxonne)
Hauteur h dam in, ", (inch) 1 ft =0,3048 m (unité anglo-saxonne)
Epaissewr d, & m (métre) cm ft, ' (foot) Me pas écrire M/
Rayon r mm L'emploi de I'angstrim (A) demeure interdit
Diamétre d um (1A =10 -1%m)
Longueur curviligne s nm
2
Superficie, aire 4, (s) ﬂz 18=102m2
m2 (métre caré) em? a (are) L'exposant concerne I'unité et son préfixe :
mm2 1km2={10%)2mZ =109 m?
Volume ¥ m3
m3 (métre cube) em3 ¢, L (litre) 1L=1dm3
mm3 1ml =1em3
Temps f ms d(j) (jour) 1d=24h=86400s
T4 h (heure) 1h=60min=3600s
s (seconde) ns min {minute) 1min=60s
semaine, Ne pas écrire sec, i "
mois, a (année) Ne pas écrire mn, fi’,
Vitesse angulaire o radfs Pour un mouvement circuaire :

{radian par seconde) o=de/dl=¢ (1)
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Grandeurs et symboles Unités S.1. Multiples et Aufres unités Observations
sous-multiples usuelles

Fréquence de rotation n s-1 min-1 ir/min 1 trfmin =2 mrad/min

{seconde moins un) tr/s 1ir/s =2 aradfs
Vitesse u,¥,0,& m/s km/h Ne pas orire kph_
{mélre par seconde)
Accélération angulaire o raid/s? Pour un mouvement circulaire
(radian par seconde _dw 9P o
au carré) T T
Accélération mjs? L'accélération de 1a pesanteur se nole g
{méire par seconde sa valeur conventionnelle est
au carré) gn= 9,806 65 m/s?

Période T s (seconde) ms Les unités de temps sont applicables

ps ns

Fréguence f, v Hz GHz Le hertz est Ia fréquence d'un phénoméne de

(hertz) MHz période 1s:1Hz=1s"1
kHz

Masse m kg g 1 {tonne) L'unité contenant le préfixe kilo, les multiples et

(kilogramme) mg sous-multiples se forment 4 partir du gramme
Hg

Masse lingique p, kg/m mg/m tex (tex) 1 tex = 1076 kg/m
{kilogramme {employé dans I'industrie textile)

par métre)

Masse suriacique kg/m? g/m?

Pa lps) (kilogramme par
métre carmé)

Masse volumigue p kg/m3 g/em? t/m3 1 t/m? = 108 kg/m® =1 g/om3

(kilogramme par kg/dm3 g/mf 1g/mé=1kg/f=1vmd
métre cube)

Débit masse ¢ kgls Utilisé en mécanigue des fluides et
(kilogramme en thermodynamique
par seconde)

Debit volume ¢, m3s Utilisé en mécanique des fluides et
(méire cube et en thermodynamigque
par seconde)

Quantité de mouvement p kgm/s Utilisé en cinélique

(kilogramme métre
par seconde)
Moment cinétigue kg.m2/s Utilisé en cinétique el en dynamigue
Moment de guantité de mouvement L | (kilogramme métre
carré par seconde)

Moment dinertie I, J kg. m? Ne pas confondre avec le moment quadralique
{kilogramme de surlace utilisé en résislance des matériaux
métre carré)

Force F, N (newlon) MN Anciennement : 1 kgf=10N

Poids G, (P, W) kN Ne pas confondre le newlon-métre (N . m)

daN avec le millinewton {(mN).

Moment d'une force M, T N.m MN.m Les unités 5.1. sont des scalaires ; elles n'ont

{newton-métre) kN.m pas & metire en évidence I'aspect vecloriel ou
CN.m autre, des grandeurs (ne pas écrire N5.m)




Grandeurs et symboles Unités S.1. Multiples et | Autres unités Observations
sous-multiples usuelles
Pression p Pa (pascal) GPa bar (bar) 1bar=105Pa=0,1 MPa
MPa mbar (utilisé en mécanigue des fluides)
hPa 1 mbar =1 hPa
Contrainte normale o Pa (pascal) GPa 1 N/mm?2 = 1 MPa
Contrainte tangentielle MPa 1Pa=1Nm?
(ou de cission) T hPa
Viscosité {dynamigue) n. p Pa.s mPa.s P (poise) : ancienne unité
{pascal-seconde) 1cP=1mPa.s
Viscosité cinématigue v m2fs métre carré mm2/s St (stokes) : ancienne unité
par seconde 1est=1mm¥s
Energie E, (W) T eV (élecironvolt) | eV : ulilisé en physique atomique
Travail W, (4) J (joule) GJ el nucléaire
Energie potentielle £ p- V. g M Wh {wattheure) Employé pour les comhbustibles gazeux
Energie cinétique E ¢, K, T kd kWh et I'énergie électrique
md
Puissance P W (wati) GW KW ch (cheval) : ancienne unité 1 ch =736W
Température absolue K (kelvin) Ne pas écrire E:IL/
ou thermodynamique T
Température Celsius I, 8 ( (degré celsius) t=T-273,15K, 1°C=1K
Coefficient de dilatation
™ lingique c K-t
B volumigue o, (kelvin puissance —1)|
Chaleur, guantilé de chaleur @ J {joule) M kJ 1J=1N.m=1kg.m2.s72
Capacité thermigue C Ji(kg . K} Souvent nommé improprement
Capacité massique ¢ (joule par «chaleur massique»
B 3 pression constante C kilogramme
B 3 volume constant Gy, et kelvin)
70w3 Ecriture des nombres Ecrire Ne pas écrire
m Pour faciliter la lecture, on sépare les nombres par tranches N=FRetaa 0tz A Ay

de trois chiffres de part et d'autre du signe décimal. Cette sépa-

ration ne se matérialise que par un espace blanc.

m |l est conseillé d'utiliser les puissances de dix et les préfixes

méme pour des unités non S.1. :

£=210000 MPa =210 GPa=0,210 TPa

1MF =1 000 000 F
1kF=1000F.

N m 233/:112
N =7,42 % 108 N =7421283,012

0,000 7123 B, Wﬂ?i%\
0,000.712.3
7,123 x 104 0,000' 712' 3
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70=4 Précisions des résultats

® |a plupart des phénomeénes physiques sont chiffrés avec
une incertitude dépendant de leur origine (frotiements, jeux...),
des appareils de mesure, de I'observateur, efc.

® L'incertitude se note de la fagon suivante :
Valeur numérique (unité) +incertitude (unité).

= Une valeur numérique seule sous-entend une incertitude
égale a une demie unité du dernier chifire.

70=5 Exemples d'écritures
des symboles

ECRITURE DES RESULTATS

[ =52,31 mm 0,05 mm
[ = (52,31 +0,05) mm
[ =52,3120,05 mm prés

L =52,31 signifie : 52,305 < L < 52,315

L =520 signifie : 51,95 < L < 52,05

m=312kg+250 g
m=(31,2+0,25) kg
m=31,2kg 250 g prés

Ecrire Ne pas écrire Ecrire ‘Ne pas écrire
12,35° (degré d'angle) | ~. = 1235 0,03g u,nsg;/
17 degrés 11 minutes 2 secondes |17 degrés, 11 minules. 2 secondes 9,81 m/s? m/s? 8
1712t 17511 2 25,4°C 25°4, m25,4°C
10 heures 25 minutes 5 ou 10R25: 3,75cm 3¢m75, ni 3
10h25min8s / 10h25' 8" cing kilométres, 5 kilométres i cing km

70=6 Signes d'opérations
m Le signe normal de la multiplication entre des nombres est
x. Toutefois, on peut regrouper certains termes d'un produit :
2=23.102;h=23.102x15.103
m Le signe normal de Ia muitiplication entre grandeurs est le
point (éventueliement omis) :
a.b=ab;(4c+d).e=(4c+d)e

70=7 Equations aux dimensions
m Le systeme d'unité S.!. étant cohérent, on a souvent intérét a
vérifier I'homogénéité d'un résultat litiéral a I'aide d'une équation
aux dimensions.

m En mécanique, on utilise essentiellement trois grandeurs
de base : longueur, masse et temps dont les dimensions sont
respectivement indiquées par L, Met T

m Le calcul dimensionnel suit les régles de I'algébre.

EXEMPLE :
Fleche d'une poutre f=(F #3) /(48 E. I) (voir chapitre 52).

dim o dimFodim 2% ma 1208
dmE.dml gt 72,8

CONCLUSION :
La fleche est bien hormogéne & une longueur.

* Le signe « a » st toléré, avec réserves.

m e produit scalaire de deux vecteurs se note :
A. E (ou A E}
m Le produit vectoriel” de E par B senote :

AxB
m |a division se note : i oua/b.

DIMENSIONS DE QUELQUES GRANDEURS

Grandeur Dimension
Vitesse L.T
Vitesse angulaire T
Force M.L.T2
Energie LemMT-2
Densité relative sans dim.
Module de Young £ ML T-2
Moment quadratigue
de surface / L4
Contrainte MLT2
Masse volumique ML-3




71 FEléments
vectoriels

71 =1 Bipoint (A,B) ou AB

Le bipoint (A4,B) est I'ensemble ordonné de deux points A
(origine) et B (extrémite).

La norme du bipaint correspond & la distance séparant ces deux
points ; on la note d (A,B).

On peut définir un bipoint par :

m son support : droite (D) passant par Aet B;

m son origine : le point Ade (D) ;

m sanomme : la distance de Aa Bnotée d (AB)

m sonsens:de Avers B.

REMARQUES :
= un bipoint nul a une origine et une extrémité confondues,

= deux bipoints peuvent étre paralléles, colingaires, de mémes
sens, de sens contraires, équipollents, opposés et méme direc-
lement opposés.

71m2 Vecteur 1%

L'ensemble de tous les bipoints équipollents & un bipoint A ﬁ]
constitue une classe d'équivalence appelée vecteur AB ou V.

REMARQUES :
w Pratiquement, on dessine un bipoint qui est un représentant
du vecteur

m Un vecteur I;, représenté par un bipoint, désigne :

1° une direction (D) qui est celle du bipoint ;
2° un sens, celui de Avers B (axe 4) ; "
3° une norme (ou longueur ou intensité) notée || V || ;

m ||V ||=]|AB ||=d(AB)= Vou AB(nombre arithmétique) ;
m levecteur ¢ estunitairesi (|7 =1;
m levecteur 0 estnulsi [|G]|=0.

713 Pointeur (A, V)

L'association d'un vecteur V/ et d'un point particulier As'appelle
un pointeur (anciennement : vecteur lié).

71 w4 Glisseur ((D),V)
L'association d'un vecteur V/ et d'une droite particuliére (D) s'ap-

pelle un glisseur (anciennement : vecteur glissant). La droite ne
peut avoir que la direction de V.
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BIPOINTS

Direction (D) /\
()

&

<

4

| Bipoint nul (4, A) |

Bipoints paraliles
0.9 4 (KD

Sens contraire

Bipoints colinéaires de méme sens :

- i
- f— S

Bipoints colinéaires de sens contraires :

—_ T ™ _—

P Q
Bipoints opposés (P, Q) =— (R, S) : _SI :
- =
Bipoints directement opposés (P', Q') =—-(R", S'):
Pl SJ SI IHI
VECTEURS
o Unitaire :
14 5
u
< _,1_,.,|
Vv
MNul :
0 %
POINTEURS GLISSEURS

V.

A LAUAY)
L M
\’V f('_M" v (D, V
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72 Repérage
des vecteurs

72w1 Vecteurs linéairement
indépendants

Aucune combinaison linéaire de deux d'entre eux ne permet de
définir le troisieme.

72a2 Base et repere

Trois vecteurs linéairement indépendants constituent une base,
dans I'espace.

Trois bipoints de méme origine, associés a chacun de ces
vecteurs, forment un repére.

REMARQUES :

m une base définit des directions et une norme ;

w deux repéres distincts (R )= (A :B) et (R ;) =(0,, B)
sont donc associés a une méme base ().

72 w3 Base et repere orthonormés
Les trois vecteurs linéairement indépendants définissant la
base ou le repére doivent étre 4 Ia fois orthogonaux et de norme
égale a l'unité :

LUzl U3 et (U3 =NU2=)U3l=1

72 w4 Base et repere orthonormés
directs ou indirects

Si deux des vecteurs de la base ou du repére définissent le sens
positif du troisiéme selon la «régle du tire-bouchen» ou selon
la «régle des trois doigts» ou du «bonhomme d'Ampéres,
la base (ou le repere) est orthonormée directe ; sinon, elle est
indirecte.

REMARQUE :
Lorsque I'observation d'une base ou d'un repére s'effectue
selon I'un de ses axes, on utilise Ia représentation convention-
nelle décrite ci-contre.

72m5 Coordonnées, composantes
m Coordonnées : ce sont les valeurs algébrigues des projec-
tions d'un vecteur sur la base (ou sur le repére).

m Composantes : ce sont les projections vectorielles du vecteur
sur la base (ou sur le repére).

VECTEURS ! INEAIREMENT INDEPENDANTS

v
S, ,..-ﬂ/ =
A Hz

/

A, 1._/: et ff; définissent un plan ; si F;n'est pas paraliele
a ce plan, les trois vecteurs sont linéairement
indépendants.

BASES ET REPERES

Repére :

(R)=(0y. )
=(04, Vy, V3, V3)

Base : Repére :
(A)=(Vy. V5. Us) | (R)=(A, B)
’(-Al v‘ll vlr va'

B il Va' o L_f; o
st k &:
v A — (8] —
‘\i V2 1 V2
BASE (OU REPERE) ORTHONORMEE DIRECTE
I |
o @
Sk U1 | B U1 I
. |
ﬁ 0O, T 0,
= g = (4 [mgex]

Rotation de u; vers us :

progression selon U, (Main droite)

OBSERVATION SELON L'UN DES AXES

1. Vue selon -z

1. L

{
/ “,,‘7 2. Vue selon + z
S S /

g@ —r—y

s




EXEMPLE :

Le vecteur 171=5 X+2 }-3 4 pour :

B composantes : R:S X, E;=2 ; E: e
® coordonnées:+5,+2,—1.

REMARQUES :
m (On écrit souvent un vecteur sous forme matricielle :

=% - > > +5 - > - —
l/1=(x y z(+2)=5 X+2 y—2z soit V1(5 2 —1)

— - > P 3‘1 > - T
Vo= (x y z] 0)=3 x-227 soit V2 (3 0 -2)
i

[+ -e72L

8 x+2y-32
= (On simplifie souvent I'écriture en omettant de préciser le
terme (X, 7,2) quand il n'y a pas d'ambiguité.

73 Opérations

vectorielles

73m1 Multiplication
par un scalaire

En multipliant e vecteur vV par un scalaire | (ou nombre algé-
brique) A, non nul, on obtient le vecteur A V:

= colinéaired V;
| derrﬁmesensquef/’siA>Onudusensconlrairesi).<0;
m denorme [JAV ||=[A]. V]I

73w2 Somme vectorielle
C'est un vecteur S défini par I'addition des bipoints asscciés a
chaque vecteur dont on cherche la somme.

EXEMPLE :

._‘3: 17:+F;—If_; ou 5 V1 + Vs +(-—

] AB représente le vecteur lf1 !

m BC représente le vecteur V2 .

i FJ_D’représente le vecteur — F; :

mAD représente le vecteur 3

La somme vectorielle est associative :

Si E;'z'ﬁ—F;. alors §£=V:+§;
La somme vectorielle est commutative :

e e e T

Sz-V;+V2—V3—V2+V1 E=—l7;+-l71‘+ﬁ
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PROJECTIONS, COORDONNEES, COMPOSANTES
D'UN VECTEUR

Vi
\71;= 5 f m= 2 3/. F.l; =-— E
ouX,=5% ouY,; =2y ouZy=-z
Coordonnées de V, dans (A) = (X,y,Z):
— — - 5
Vi(52-1) ou VW 2
-1
MULTIPLICATION D'UN VECTEUR
PAR UN SCALAIRE
Données Résultat
AN =¥
SOMME VECTORIELLE
’\{;—2—.‘

Sy=V1+Vo-Vg

La somme vectorielle a pour origine I'origine du premier
vecteur et pour extrémité I'extrémité du dernier.
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73 w3 Produit scalaire

Le produit scalaire™ de deux vecteurs est un nombre algébrique
calculé par Ia relation :

Vi Vo=Vl N1 VB < cos (V2. V2)

PROPRIETES :

® il est commutatif: V. Vo = V. V4

m il estdistributit: (Vi+ Vo). Vi = Voo Vas Vou Vs
s AV h= V). %=-V.2 10

REMARQUE: .
Si on donne Vi(X,, Y, Z)) et Vo (X;, Ys, Z5), le caleut du
produit scalaire conduita :

E.E= X:.X2+ F1.Y2+Z1.22

0 R .
V1($);V2( g)'.V1.Vz=5><3+2><0+1x(—2)=+13

73=4 Produit vectoriel
Le protfmt vectonel* de deux vecleurs V5 et 1, estun vecteur

W =Vix Vs
m perpendiculaire 3 un plan parallglea Vi et Vs,

m e sens défini par «la régle du tire-bouchon» (§ 74.4),
m denome || Wl =Il V4l . 11 V74l - [sin{h, V).

PROPRIETES : _ T
w i est anticommutatif: Vix Vz = — Vax Vy,
m il est distributif :
|_71>< Fz-l— l73)= l_;m l_/; + l_/:x ff;('sfarignon],

w (Vi V)= (A7) Ve=Vix(21)

REMARQLE :
Siondonne Vi (Xy, Yy, Zy) etV (X, Yy, Z5), ladéterming-
tion du produit vectoriel conduit a :

@~[Y.H-4. Y] _.
(VixVs) V1 D Y2- Z1 Xo=X.4|:
\..‘ﬁ Zg “\X.bL-Y. %

1 G}% ’
EXEMPLE :

1 N | W\ W A W e | R
V](Z,’V2 'D;V1><Vzi(2))< 0l=+13): W
1 -2 1/ \-2 —6

* e signe «.» placé entre deux vecteurs désigne leur produit scalaire.

PRODUIT SCALAIRE

Exemple 1 Exemple 2

|Vall=5

?'A’é‘

o

~ . 120°
;_‘EBU“ Vo] =4 [Vpll=4

ff:._l;gzﬁ X 4 X cos 60° lT’;.L_/;z5><4xoos120°

=10 =-—10
Exemple 3 Exemple 4
IVsll=3
wi e | ]
25(3 2
Vsl =4

] e

V,.Vy=25X4+2,5V3%0 | V,.V;=0
=10

Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est toujours
nul.

PRODUIT VECTORIEL

Définition géométrique

W=V, xV,

Progression selon W

> Rotation de V; vers 1/,

Plan défini par deux représentants

de U’: et t_f; passant par un point 0

Le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est toujours
nul.

Le signe « x » placé enfre deux vecteurs indique leur produit vectoriel
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73w5 Moment d'un pointeur ou d'un glisseur

PAR RAPPORT A UN POINT

PAR RAPPORT A UN AXE

" |
? Sens de W w
i} )

o P 4
d < = L
Rotation autour / D)
de O el A v ,.--/
4

™ Lepoint Oet le uointeur(nj ) ou le glisseur ((D).ﬂ
déterminent un plan (P).

= Le moment en Ode (ﬂ,_i ] ou de ((D).?) est un vec-
teur W noté :
w=nalav)=nal(0) V)
B Définition géoméirigue du moment :

« direction perpendiculaire a (P)

« sens selon la régle du tire-bouchon (§ 74.4)
«norme || w]|= || V]| x @

®m  Définition vectorielle :

W= ,«vo({n}, v] = A"g(A,V) -
REMARQUE :
Lorsqu'on connait la norme du vecteur et sa distance au
point, il est souvent plus facile d'utiliser 12 définition
géométrique.

— =

0 A=V

= Pour déterminer le moment par rapport a I'axe (0Z)du
pointeur (A l") ou du glisseur ((D) V)

1° Projeter Ven V' surun plan (P) perpendiculaire 2 (af] 3
2° Déterminer le moment par rapport @ 0 du pointeur ( A ',-I; )

m Définition géométrigue du moment :
Elle se raméne au cas ci-conire.

m Définition vectorielle :

W= ﬁ(oz(ﬁ V)=0A"x v'=[(a.4xv) ] z
REMARQUE :

Aprés avoir projeté Vsur le plan (P), la remarque
concernant le moment par rapport @ un point, s"appligue
également.

Il est souvent plus facile d'utiliser les relations vectorielles lorsqu'on connait les coordonnées du vecteur, de son origine et du point 0.

74 Torseurs

74wl Définition

Soit un ensemble (£) de pmnleurs (ou de glisseurs) notés

(A0 ) (A Ty ). oo (A £2).
Leur torseur en un point A s'écrit :

- AE)
T(E)Y= \R(E) # 4 bi ey
{16)= {RB #46)] o leng{ﬂ (E}

A

R(E) : résultante du torseur.
A +(E) : moment du torseur.
R(E) = f14 [24 ...+ F, (somme des vecteurs)

i B=A (A1, F) A, T+ .. (omestoespoirzus)

REMARQUES :

w La résultante d'un torseur ne dépend pas du point ou I'on
écrit ce forseur ;

m Le moment d'un torseur dépend du point A choisi pour
I'exprimer ;
m Enunpeoint B ona:

o{T(O)= o RO #4E))

avec : # 5(E)=A a(E) + BA x RE)
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742 Equiprojectivité
du moment
Lorsqu'on écrit (ou dessine) le torseur associé a un ensemble en

deux points A et B, on constate que les projections algebriques des
moments sur A £ sont égales :

HAE).AB= #o(E).AB
74 w3 Invariant scalaire J

Le produit scalaire de la résultante et du moment d'un torseur est
indépendant du point ol I'on écrit le torseur :

(a6 [xis
—— = \YMaj=d=X.La+ Y. Mg+ Z.Ny
A7) \z il
RE) | [XLe
— = \YMp[=J=X.Lg+Y.Mg+Z.Np
8\# 8(E) g\Z Ng
J = J1 = Jz : constant en tous poinis

La projection du moment d'un torseur sur sa résultante est constante
en tous points.

744 Axe central

C'est une droite de I'espace en tous points de laquelle le moment
du torseur est colinéaire a sa résultante :

Il est unique, pour un torseur donné (a I'exception du torseur-couple
pour lequel il n'est pas défini, voir ci-dessous).

REMARQUES ;

m Un torseur ayant une résultante non nulle et un invariant
scalaire J nul se réduit sur I'axe central & un torseur univecteur
arésultante ; il se représente par sa résultante.

m Un torseur ayant une résultante non nulle el dont Finvariant
scalaire J est différent de zéro, se réduit sur I'axe central & sa
résultante et & un moment. Ce moment a alors une norme minimale.

= Un torseur dont la résultante est nutle a méme vecteur moment en
tous points de l'espace. Il s'agit d'un torseur univecteur
a moment — ou torseur couple — représenté par son seul vecteur
moment.

REPRESENTATION SPATIALE D'UN TORSEUR
Invariant scalaire J= 0 Invariant scalaire J=10
Résultante R =0 R=6
R (Xa, Y2, 0) R (Xa, Yz, 0) =
g =1 #a (0, 0, Np)
Iy i #c
R / A
B .-
My A #,(0,0,N,)
I B C
T _Axe central / _Axe central
EXEMPLE : EXEMPLE : EXEMPLE :
Xala | { } Xa0 | — ik { } 00
TE)Y=\Ya0 | —+®J=Xa.la+ 0 HE)}=\Ya0 [ —71®J= T(E)}={0 O
A { } l i # A 0 Ny 0 Ng
Il existe une droite de I'espace oil le torseur se Il existe une droite de I'espace oi le Pas d'axe _feniral et torseur
réduit a ﬁel;'} colinéaires. torseur se réduita A , seule. réduita 4.
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